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PREFACE 


我 以 菲 材 ， 侧 身 于 数学 教育 与 研究 行列 ， 凡 四 十 年 ， 
AHER, 而 所 获 无 多 . 今 承 湖南 科学 技术 出 版 社 及 胡 海 
HERJER., 出 此 一 书 . CHER, RE. BR, 
DI Los m 

ELA FRR, EARM, Lm DG. HAMM, — 
DRE. 四 者 具备 , 必 成 上 品 . 其 实 何 止 科研 , WA 
莫不 如 此 ， 选 题 靠 师 友 交流 。 靠 信息 通畅 ， 于 个 人 胆识 . 
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者 ， 全 在 有 所 准备 ， 及 时 抓 住 或 避免 . ASA EUER. 
以 改变 ,但 用 我 之 长 , 避 我 之 短 , 我 善 用 我 , 则 可 自 择 也 ， 
SRO, PEHE., 无怪 其 斯 为 下 烽 . HERE. CR 
BR. EXAM. 

EE LE RAMS. 此 书 之 完成 , 实 为 一 科研 段落 ， 
但 仍 不 敢 稍 有 醇和 急 . 抚 今 思 昔 ， 忆 我 数学 之 蒙 者 ,为 武汉 大 
学 数学 系 诸 师 长 ;而 书 中 主要 工作 , 则 完成 于 莫斯科 大 学 、 
南开 大 学 、 北 京师 范 大 学 与 汕头 大 学 . 老师 指教 与 同事 间 
多 年 切磋 互助 ,有 瘟 哉 ! 有 味 试 1 长 在 美好 记忆 之 中 烽 . 

为 将 余 之 诸 论 文 加 工 幕 理 成 此 内 容 系 统 、 结 构 完 整 
之 书 , 杨 向 群 教授 独 挑大梁 , 妙 思 增 彩 , 书 中 “编者 的 话 ”; 
全 书 芍 通 、 导 读 及 说 明 ; 关 于 各 篇 的 注 及 索引 ;车 干 篇 原 
ARR RKAR CRRPX VERS R BRB. Rw 
其 手 . 导读 有 助 于 了 解 来 龙 去 脉 , 有 益 于 提高 可 读 性 ,此 
所 以 本 书 区 别 于 一 般 文 集 者 , 创 此 新 意 , 用 心 良 苦 ,工作 
量 之 大 , 非 片 言 感 谢 可 尽 也 . 其 荣 , 刘 文 、 李 志 阅 、 施 仁 杰 、. 
HEE RKR WER SCM GREK ATE 
得 伶 教 授 , 数 十 年 如 一 日 ,相濡以沫 ,情谊 长 青 ; 未 识 相 轻 
相 妒 之 害 . 诚 人 生 之 大 幸 也 . 众多 弟子 ,青出于蓝 ,教师 清 
EULER OER. ER Bae EC BARK. AERA 
Jk X IE UTE EGER LULA B S8. AM 50 年 代 初 期 ,我 国学 界 
AF PRB A Hs MARAT SA BM A H. 
hKoumoropos BE + 5 P. JL To6pyvunn 教授 ,而 后 者 面授 万 
多 ,中心 藏 之 , 何 日 忘 广 ,异乎 仙 去 , 报 师 无 门 帮 , THs, 
近年 来 我 国 概率 学 界 , 成 果 灿 然 * 人 才 辈 出 ,数学 大 国 强 
Ew ERKA FREE ŽLTA R. 


ER 45 di 1997 年 9 月 1 日 于 南开 国 
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作为 中 国 科学 院 院 士 王 祥 坤 载 授 早年 的 学 生 ， 我 们 
非常 荣幸 地 协助 敬爱 的 老师 编辑 这 本 数学 著作 ， 王 老师 
为 我 国 的 数学 科学 事业 、 高 等 教育 事业 、 科 学 普及 事业 奋 
+S LTH, 作出 了 卓越 的 贡献 , 他 于 1929 年 4 月 30 晶 


出 生 于 江西 省 吉安 县 一 个 贫苦 的 农民 家 庭 ， 幼 时 的 求 
1. 


PEE BE EO B. 但 他 以 顽强 的 数 力 ,勤奋 好 党 的 
天 性 , 优异 的 学 业 成 绩 , PARR RTT. 赢得 了 老师 和 
RRNA. 关心、 爱护 和 帮助 ， 终 于 走 完 了 极其 艰辛 的 
小 学 、 中 学 旅程 ， 跨 进 了 武汉 大 学 的 校门 . 在 大 学 中 ,他 
如 鱼 得 水 ,在 知识 的 海洋 中 尽情 洲 游 .大 学 毕业 时 ,新 中 
国 刚 成 立 , 给 他 提供 了 报效 祖国 的 极 好 机 过 ,他 被 分 配 到 
南开 大 学 数学 系 任教 . 尔后 ， 他 考取 了 留学 苏联 的 研究 
生 ， 在 世界 著名 学 府 葛 斯 科大 学 攻读 概率 论 . 1958 年 ,他 
学 成 回国 并 仍 在 南开 大 学 任教 . 他 满腔 热情 地 全 身心 地 
致力 于 教学 和 科研 工作 ， 他 为 在 我 国 传播 当时 在 国内 几 
乎 还 是 空白 的 概率 论 学 科 铺 路 ， 他 身体 力行 地 向 概率 论 
的 广度 和 深度 进军 , 他 辛勤 地 培养 、 造 就 概率 论 的 教学 和 
研究 队伍 ， 他 要 让 概率 论 为 我 们 的 国家 和 人 民 造 福 . 

王 老 师 是 将 马尔 可 夫 过 程 引 入 我 国 的 先行 者 ， 他 在 
莫斯科 大 学 学 习 期 间 , 表现 出 非凡 的 才华 , 他 的 副 博 士 论 
文 彻底 地 解决 了 生 灭 过 程 的 构造 问题 ,也 就 是 说 , 他 找 出 
了 全 部 的 生 灭 过 程 . 更 为 重要 的 是 ,他 创立 了 马尔 可 夫 过 
程 构 选 论 中 的 一 种 崭新 的 方法 EXC. AH 
轨道 的 极限 过 渡 法 .这 个 新 方法 在 用 过 程 的 轨道 研究 过 
程 的 性 质 时 显示 出 很 大 的 优越 性 ， 他 在 概率 论 研究 的 许 
多 方向 上 都 作出 了 重要 的 ,出 色 的 工作 . 从 苏联 学 成 回国 
后 ， 他 就 为 青年 教师 和 本 科 生 开设 概率 论 基础 及 其 应 用 
WR. 他 30 岁 起 就 开始 带 研究 生 ， 为 我 国 培养 出 许多 
高 水 平 的 概率 论 专家 , 他 的 四 本 著作 《概率 论 基础 及 其 应 
用 了》、《 随 机 过 程 论 》、《 生 灭 过 程 与 马尔 可 夫 链 》,、《 布 朗 运 
动 与 位 势 》， 从 概率 论 的 基础 写 起 ， 一直 写 到 近代 专题 研 
AWA. 这 四 本 著作 既 总 结 了 王 老 师 本 人 、 AS. E 
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行 们 、 学生 们 在 概率 论 的 教学 和 研究 中 的 一 些 成 果 , 又 为 
在 我 国 传播 推动 概率 论 学 科 , 培养 我 国 概 率 论 的 教学 和 
研究 人 才 , 起 了 非常 重要 的 作用 ,哺育 了 我 国 的 几 代 概率 
论 学 人 (这 四 部 著作 于 1996 年 由 北京 师范 太 学 出 版 社 再 
版 , 书 名 为 :《 概 率 论 基础 及 其 应 用 》、《 随 机 过 程 通 论 》 上 、 
下 卷 y)， 王 老师 在 研究 数学 的 同时 ， 还 写 了 大 量 的 关于 科 
学 普及 、 闫 于 科学 研究 方法 、 关 于 自学 与 成 才 等 方面 的 文 
RPS. 王 老 师 的 科普 著作 《科学 发 现 纵 模 谈 》、《 科 学 
发 现 纵横 谈 新 编 》《 科 海 泛 舟 》， 以 其 鲜明 的 观点 ， 深刻 
而 精辟 的 见解 ,丰富 的 知识 ， 独 特 清 新 的 笔调 赢得 了 国 
内 外 广大 读者 的 链 誉 , 并 多 次 获得 嘉奖 . EGER ZEE JG 
师范 大 学 校长 期 间 ， 提 出 “ 尊 师 重 教 ”， 提 出 教师 “百年 
BATS SHE”, mx cr "AX p SSE, 表达 了 他 对 教 
师 这 一 崇高 的 神圣 职业 的 高 度 颂 扬 、 崇敬 和 热爱 . 王 老 师 
曾 获 全 国 科 学 大 会 奖 , 全 国 自然 科学 奖 , 国家 教委 科学 技 
术 进 步 奖 ,全国 新 长 征 优秀 科普 作品 奖 , 曾宪梓 教育 基金 
会 全 国 师范 院 校 载 师 奖 等 多 种 奖项 . 他 三 次 被 评 为 天 津 
市 劳动 模范 , 被 评 为 建国 以 来 成 绩 突 出 的 科普 作家 ,被 授 
予 国家 有 突出 贡献 专家 称 叶 ， 被 溃 大 利 亚 玫 克 里 (Mac- 
quarie) 大 学 授予 荣誉 科学 博士 学 位 ,被 列 入 世界 名 人 录 . 
1991 年 , 王 老 师 被 选 为 中 国 科 学 院 学 部 委员 (院士 ), 这 
是 对 王者 师 几 十 年 来 在 概率 论 研究 中 作出 的 突出 贡献 的 
高 度 评价 和 肯定 ， 


本 书 对 王 老 师 在 1998 年 以 前 发 表 的 部 分 数学 论文 
"Em 
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统 , 结构 完整 的 书 . 论文 的 内 容 基 本 上 代表 了 王 老 师 在 各 
个 时 期 的 数学 研究 成 果 . 我 们 将 它 分 为 三 个 晨 次 :第 一 屋 
次 是 王 老 师 对 数学 的 一 个 专门 分 支 ， 主要 是 对 马尔 可 去 
计 程 的 研究 (第 1 至 4 卷 )， 第 二 层次 是 王 老 师 对 历史 上 
长 期 争论 的 一 些 概 念 和 问题 如 随机 性 (偶然 性 ). 必然 性 、 
混沌 的 独到 的 暂 学 见解 CHE 5 3D. 第 三 层次 是 站 在 所 有 
数学 专门 分 支 之 上 对 整个 数学， 特别 是 今日 数学 的 新 认 
识 (第 6 卷 ). 

随 着 时 代 的 前 进 ， 特别 是 随 着 国际 上 概率 论 研 究 的 
HR. 王 老 师 的 研究 课题 也 在 变化 . 这 些 课 题 都 是 当时 国 
际 上 概率 论 前 沿 研 究 的 重要 方向 ， 王 老师 始终 紧 随 学 科 
的 近 找 发 展 步 伐 ， 力 求 在 科学 研究 的 重要 前 沿 ， 开 芒 辟 
地 , 作出 用 新 的 开创 性 的 成 果 , 以 带动 国内 一 批 学 者 在 刚 
ARMM LE MMe. RARER A Ae 
重大 特色 . 

50 年 代 末 至 60 年代, 王 老 师 主 要 研究 生 灭 过 程 的 构 
浴 和 它 的 积分 型 泛 函 的 分 布 ， 差 不 多 在 同时 ，W，Feller 
用 纯 分 析 方 法 研究 了 生 灭 过 程 的 构造 ， 其 论文 发 表 于 
1959 年 ， ERHET- 3952 Xp. 1958 年 ， 王 老师 
发 表 了 论文 “全 部 生 灭 过 程 的 分 类 ”， 构 造 了 全 部 的 生 灭 
过 程 ， 所 用 的 方法 是 由 王 老 师 首创 的 概率 方法 iif 
Vou BOAOIRIDGEGE. ELEME, XI OEUGUBGIESE 
X. Ju X FR HE E Or A., UA ERKRMEN ES ROAR 
他 性 质 . 在 这 一 时 期 ， 他 还 发 表 了 另 一 交叉 课题 的 论文 
(MHL BOM). 这 是 国内 较 系 统 地 介绍 、 论述 、 研 
究 随机 泛 函 分 析 的 第 一 篇 文章 . 现在 , 这 一 方向 在 国内 的 

ede 


研究 很 活跃 ， 并 且 取 得 了 丰硕 的 成 果 . 

60 年 代 初 ， 王 老师 还 将 原 苏 联 数学 察 E. B. unius 
《后 来 移居 美国 并 成 为 美国 科学 院 院士 ) HË 《马尔 可 去 
过 程 论 基 础 》 译 成 中 文 出 版 , 该 书 总 结 了 当时 的 苏联 概率 
论 学 派 在 马尔 可 去 过 程 论 研 究 方面 的 新 成 就 ， 推 动 了 我 
国 对 马尔 可 夫 过 程 的 研究 . 

60 年 代 后 期 , 王 老 师 研究 一 般 马 泵 可 夫 过 程 的 通 性 ， 
如 零 喜 律 , PRE. Martin 这 界 与 过 份 函 数 等 . 其 中 一 个 
有 趣 的 结果 是 , 对 于 某 些 马尔 可 夫 过 程 , 过程 常 返 等 价 于 
此 过程 的 每 一 个 有 限 的 过 份 函 数 是 常数 ， 而 这 程 的 强 零 
过 律 成 立 等 价 于 过 程 的 每 一 个 有 界 调和 函数 是 常数 . 后 
来 ， 西 方 同行 也 得 到 类 似 的 结果 . 

70 年 代 , 由 于 从 所 周知 的 原因 ， 王 老师 人 阁下 理论 研究 
而 转向 数学 的 实际 应 用 .主要 是 从 事 地 震 统 计 预 报 和 在 
计算 机 上 模拟 随机 过 程 . 他 和 同事 们 首创 了 “地 震 的 随机 
转移 预报 方法 ”和 “利用 国外 大 震 以 报国 内 大 震 的 相关 区 
方法 "， 取 得 了 实际 效果 ， 也 发 表 了 一 些 实际 应 用 方面 的 
论文 . FARR. 我们 选 了 与 本 书 其 他 各 篇 凤 格 相近 的 第 
15 RRA. 

80 年 代 初 ， 马 尔 可 夫 过 程 与 位 势 理 论 的 关系 在 国 际 
上 是 热门 课题 ， 王 老师 的 研究 工作 放 在 布朗 运动 与 古典 
LEAH, 发 表 了 一 系列 论文 , 特别 地 , 他 求 出 了 自 原点 
出 发 的 Ce 维 布 崩 运 动 末 离 球 的 时 间 的 分 布 . 这 是 一 
个 新 发 现 的 概率 分 布 , 在 此 之 前 尚未 见 到 过 . 这 个 分 布 的 
形式 很 简单 . R. K. Getoor 也 独立 地 得 到 则 祥 的 结果 . 此 
+, 王 老 师 还 证 明了 ,从 原点 出 发 的 布 户 运 动 对 于 球面 的 
首 中 点 分 布 和 末 高 点 分 布 是 相同 的 ， 它 们 都 是 球面 上 

„$e. 


3g 5 god. 这 一 结果 有 很 强 的 直观 解释 ;出 于 布朗 运动 的 
“对 称 性 ”和 球面 的 对 称 性 ， 首 中 点 是 球面 上 的 均 句 分布 
是 易于 理解 的 ; EMRE MAY, KR AHR 
动 就 变 成 从 无 窃 远 点 出 发 的 布朗 运动 了 ， 以 原点 为 中 心 
的 球面 也 可 以 看 成 是 以 无 穿 远 点 为 中 心 的 球面 ， 原 先 的 
末 离 就 变 成 首 中 了 . RAPP RARELABA SH. 那 
ARR REMY ARE LWA DHT. 

BO 年 代 后 期 , 王 老 师 研究 多 参数 马尔 可 夫 过 程 . 他 关 
于 多 参数 马尔 可 夫 过 程 的 开创 性 的 研究 工作 ， 掀 起 和 推 
动 了 国内 对 于 多 参数 马尔 可 夫 过 程 的 研究 ， 他 的 主要 工 
CERES SBR d ACR HF) Ornstein-Uhlen- 
beck 过 程 (OUPZ. OUP?) 的 定义 并 研究 其 性 质 、 Xx X 
过 程 后 来 引起 一 些 人 的 兴趣 ， 从 而 出 现 许 多 研究 这 类 过 
程 的 论文 ， 并 取得 了 深刻 的 结果 . 湖南 科技 出 版 社 1996 
年 出 版 的 杨 向 群 、 李 应 求 的 专著 《两 参数 马尔 可 夫 过 程 
论 》 就 是 在 王者 师 开 星 的 荒地 上 耕耘 出 来 的 . 

90 年 代 初 ， 王 老师 和 他 的 同事 以 及 研究 生 对 国际 上 
的 重要 新 课题 “超过 程 ” 一 一 发 生 了 深厚 的 兴趣 ， 并 
RG — Hg JE. 特别 是 他 的 年 青 的 同事 和 学 生 们 做 了 许 
多 很 好 的 工作 , 有 的 达到 国际 前 沿 水 平 . 与 此 同时 , EH 
师 对 暂 学 中 一 些 基本 问题 , WHR. ORE REZ 
的 关系 ， 也 有 浓厚 的 兴趣 ， 发 表 了 一 些 很 有 见地 的 论文 ， 

特别 售 得 提出 的 是 ， 王 老师 不 仅 对 数学 的 专门 方向 
和 马尔 可 夫 过 程 有 深入 的 研究 和 贡献 ， 对 一 些 苛 学 问题 
有 独到 的 见解 , 而且 对 整个 数学 , 特别 是 今日 数学 ,也 有 
精辟 的 、 正 歼 而 全 面 的 认识 . 因此 , 我 们 把 王 老 师 受 中 国 
科学 院 数 学 物理 学 部 的 委托 ， 撰 写 的 《今日 数学 及 其 应 

aĝa 


A) BRAK. 该 文 赢得 了 广泛 而 众多 的 读者 的 欢迎 ， 
使 人 们 对 今日 数学 的 特点 和 状况， 及 其 在 国家 富强 中 的 
作用 ， 有 了 更 全 面 、 更 深刻 、 更 明确 、 更 近代 的 了 解 ; 更 
加 深刻 地 感受 到 , 数学 的 发 展 是 一 件 国家 大 事 ， 今 日 数学 
在 自然 科学 、 社 会 科学 、 高 新 技术 中 的 重要 地 位 和 作用 ， 
在 各 个 领域 中 的 广泛 应 用 ， 以 及 在 推动 生产 为 发 展 和 国 
富民 强 中 的 重大 作用 . 文章 中 正确 、 新 颖 观点 ， 丰 富 、 实 
RWS. 清新、 明快 的 笔调 ， 形象、 生动 的 语言 ,使 读 
者 阅读 后 感到 是 一 种 高 级 的 享受 . 


以 俄国 数学 家 A. A. Mapon 的 名 字 命 名 的 随机 过 
程 ， 王 梓 坤 老师 于 1958 年 首次 将 它 引 入 我 国 时 ， 译 为 马 
尔 笠 夫 这 程 。 后 来 国内 一 些 学 者 也 称 为 马尔 可 夫 过 程 , NS 
尔 柯 夫 过 程 ，Markov 过 程 ， 甚 至 简称 为 马 摊 过程 .现在 
国家 统一 规范 为 马尔 可 夫 直 程 、 或 直接 用 Markov n. 

在 编辑 本 书 的 过 程 中 ， 我 们 较 全 面 地 了 解 到 王 老 病 
对 马尔 可 夫 过 程 在 中 国 的 引入 、 传 播 和 研究 中 所 作出 的 
贡献 ， 更 深刻 地 了 解 到 我 们 的 老师 敌 了 这 么 多 开创 性 的 、 
高 水 平 的 成 果 ， 为 我 国 的 科学 和 教育 事业 作出 了 如 此 巨 
大 的 贡献 ! 王者 师 的 着 述 是 丰富 的 ,除了 数学 论文 外 ,还 
有 大 量 的 关于 科学 普及 、 科 学 研究 方法 及 其 他 方面 的 文 
章 . 借 此 机 会 ,我 们 向 王 老 师 取得 的 成 就 表示 庆贺 ! 同 时， 
我 们 这 些 有 幸 得 到 王者 师 直 接 教诲 的 学 生 们 ， 再 次 向 老 
师表 示 让 心 的 感谢 . 今年 4 月 30 日 ,是 王 老 师 的 寿辰 . 我 
们 祝 王 老师 健康 长 寿 ! 
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本 书 的 出 版 得 到 湖南 科学 技术 出 版 社 的 大 力 支 持 . 
出 版 社 领 导 非 常 重视 和 关心 本 书 的 出 版 ， 编 审 胡 海 清 先 
生 从 本 书 的 策划 , 具体 的 编排 , 到 文字 的 推荐 和 校对 ,都 
作 了 巨大 的 努力 ， 我 们 向 湖南 科学 技术 出 版 社 和 胡 海 清 
KAR RES HR. 

湖南 岳阳 宾馆 的 领导 刘 文 一 . 刘 飞 龙 等 领导 和 职工 得 
知 我 们 正在 编辑 著名 数学 家 和 科普 作家 ,中 国 科 学 院 院 士 
的 书 ,表现 出 极 大 的 热情 ,为 我 们 提供 了 优越 的 工作 环境 
和 热情 周到 的 服务 . 我 们 在 岳阳 宾馆 高 高 的 楼 层 上 , 抢 头 
望 见 刁 波 荡 泣 的 洞庭 淹 和 被 誉 称 为 白银 盘 里 一 青 螺 的 君山 
岛 ,心旷神怡 ,工作 效率 极 高 .岳阳 市 是 湘北 明珠 ,是 范 促 
渡 千 古 名 篇 “岳阳 楼 记 ” 描 述 的 地 方 .我们 感谢 基 阳 宾馆 的 
同志 们 ,对 他 们 尊重 科学 、 尊 师 重 教 的 精神 表示 钦佩 1 

本 书 还 得 到 许多 人 士 多 方面 的 支持 和 帮助 .我 们 向 
PEE. BAR. KER. RHEL EU. RAED, KRE, 
EARL KHE, BER, MER SPE 
Wb. WES. Bl, BRA, BK. RE RSA ER 
X X Xm GE 
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王 梓 坤 ,1929 年 4 月 30 日 生 于 湖南 省 零 陵 县 , 在 
湖南 衡阳 发 蒙 ,后 回 到 江西 省 吉安 县 继续 读 蔬 。 高 
比 业 后 ,1948 年 在 湖南 长 沙 考 取 了 武汉 大 学 数学 系 。 
现任 北京 师范 大 学 数学 系 、 汕头 大 学 数学 所 教授 , 博 
土生 导师 ， 中 国 科 学 院 院 土 ,他 是 一 位 对 我 国 的 教育 
事业 和 科学 事业 作出 卓越 贡献 的 数学 家 和 教育 家 .。 王 
梓 坤 于 1952 年 武汉 大 学 数学 系 毕业 ,然后 在 南开 大 学 
工作 32 年 ,1984 至 1989 年 任 北 京师 范 大 学 校长 。1958 
年 在 莫斯科 大 学 获得 副 博士 学 位 。1988 年 获 澳 大 利 
亚 麦克 里 大 学 名 誉 科学 博士 学 位 。1981 年 任 美国 康 
达尔 大 学 访问 教授 。 王 样 坤 是 将 : 3 外 可 大 过 程 研究 3 
人 我 国 的 先行 者 ， 一 生 致力 于 马 氏 过 程 的 研究 , 论 
多 具 开 创 性 ， 成 果 甚 多 ， 著 作 其 让 ， E om 
方面 的 著作 有 :《 概 率 论 基础 及 其 应 用 》 《随机 过 程 
i£», CEKNES STAIRS). eis 
《布朗 运动 与 位 势 》, 王 梓 坤 在 科学 方法 论 和 科普 方面 
发 表 许 多 文章 ， 著 有 《科学 发 现 纵横 谈 》,《 科 海 泛 
FD. 王 梓 坤 三 次 被 评 为 天 津 市 劳动 模范 ,被 授予 “ 匡 
家 有 突出 贡献 专家 ”,“ 建 国 以 来 成 绩 突出 的 科普 作 
家 ”, BRA 家 自然 科学 次 ， 国家 教委 科技 进步 次 ,全 
国 新 长 征 优 秀 科普 作品 奖 ,曾宪梓 教育 基金 会 全 国 师 
范 院 校 教师 奖 等 多 种 奖项 。 
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本 卷 研 究 生 灭 过 程 的 构造 、 性 质 及 应 用 . 这 里 的 生 丈 过 程 具 
有 保守 的 密度 矩阵 ， 状 态 0 ERS, MEENT PRR. FES 
第 1 篇 至 第 7 18 3E 7. 篇， 生 灭 过 程 是 在 理论 上 非常 重要 、 在 实际 
中 应 用 非常 广泛 的 一 类 随机 过 程 ， 第 7 篇 是 综述 性 的 ， 综 述 了 中 
国 数学 家 包括 作者 本 人 对 生 灭 过 程 理 论 的 新 贡献 

第 1 篇 、 第 2 篇 、 第 3 篇 是 作者 在 莫斯科 大 学 的 副 博 士 学 位 
论文 的 主要 内 容 ， 第 篇 是 主要 内 容 的 摘要 . 前 苏联 概率 论 专家 
A. A. Dusen 教授 引用 第 1 BLENK: “W. Feller 用 分 析 
方法 构造 了 生 灭 过 程 的 不 同 延 拓 ，'…… 闻 时 王 梓 坤 构造 了 全 部 的 
延 拓 ，…*……”， 搁 名 话说 ， 当 最 小 解 中 断 时 ，Feller 只 找 出 了 一 部 

a 1 * 


SE Ral. TEAR TSE RAE. Mn fg HAIR 
EKA WEB. $ 2 RAMA AEA RIN. HAL 
SF Af 25 He BERT EK RS. Pe 8977 13: ——. 
过 程 轨道 的 极限 过 渡 法 一 一 的 逻辑 基础 .在 这 之 前 ,马尔 可 夫 过 
程 构造 论 中 使 用 的 方法 基本 上 是 分 析 的 方法 (包括 半 群 方法 ), 分 
析 方 法 有 其 优点 ， 它 可 以 充分 地 运用 例如 证 函 分 析 等 的 结论 和 工 
A. 伍 它 缺乏 、 甚 至 没有 概率 的 直观 而 极限 过 滥 法 的 特点 是 着 
眼 于 过 程 的 样本 轨道 ， 困 而 具有 较 强 的 概率 直观 ， 该 方法 的 特点 
是 把 一 般 过 程 的 轨道 变换 为 结构 比较 简单 的 Doob 过 程 的 轨道 ， 
反 过 来 用 Doob 过 程 的 轨道 通过 极限 过 渡 而 得 到 一 般 的 过 程 的 
轨道 ， 这 个 方法 带 来 很 大 的 好 处 ， 为 了 研究 一 般 过 程 的 某 些 概率 
性 质 , 可 以 先 研究 较 简 单 的 Doob 过 程 的 性 质 ， 然 后 再 极限 过 小 . 
例如 ， 第 4 入 研 究 生 无 过 程 的 遍历 性 和 和 零 壹 律 ， 就 是 按 上 述 程 序 
进行 的 . 第 3 篇 论 及 一 个 生 灭 过 程 ， 即 第 1 篇 定理 2 中 数列 o, = 
lor 21,2.) Brxtn BS SURE. ,也 是 第 2 篇 基本 定理 2 中 的 特征 数 
Jj p=1, g=0, 7 二 0 (一 1，2，…) 所 对 应 的 过 程 ， 还 是 第 2 篇 
定理 7.2 中 的 过 程 ， 这 个 过 程 是 在 最 小 解 中 断 时 唯一 的 满足 向 前 
方程 组 的 过 程 〈 册 于 假定 了 密度 怎 阵 保守 ， 生 灭 过 程 一 定 满足 向 
后 方程 组 )， 这 个 过 程 有 概率 直观 : 当 过 程 到 达 “oo” 后 , CA 
"oo" “连续 地 ” 回 到 有 限 状 态 上 来 . 而 Doob 过 程 的 概率 直观 是 ， 
当 过 程 到 达 “ce” 后 ,， 它 按 某 个 概率 分 布 立 即 回 到 有 限 状态 上 来 . 

第 4.5.6 篇 研究 生 灭 过 程 的 性 质 及 其 在 排队 论 中 的 应 用 . E 
BHI. BH. BORER, 停留 时 间 和 首 达 时 间 的 分 
布 . 

第 4 篇 研究 生 区 过程 的 常 返 性 . 遍历 性 .过 份 函数 的 极限 . 它 
{7 PAH BiB BIA “oo” Da Kise. 证 明了 很 有 趣 的 事实 : 
O 对 所 有 的 生 灭 过 程 (Reo), 零 查 律 均 成 立 . Gi) 4 Roof, 
所 有 的 生 灭 过 程 均 常 返 ， 且 遍历 ， 

第 5、6 和 莘 本 质 上 只 涉及 过 程 在 到 达 “co” 以 前 的 运动 ， 即 只 
涉及 最 小 过 程 ， 第 5 篇 首创 差分 方法 研究 生 灭 过 程 积分 型 泛 函 的 

ape ` 


Ft © Ft Se 


rfi FOS DBT AS» LA BE BE BA IE b BS nz FB. 英国 剑桥 大 学 教授 D. G. 
Kendall 评论 第 5 篇 时 写 道 ,“ 除 作者 指出 的 以 外 ， 本 文 还 有 许多 
重要 应 用 ,，……… 问 题 是 困难 的 ， 本文 的 新 技巧 值得 仔细 堂 习 .” 

第 5 篇 双 用 递 推 方法 求 出 了 生 灭 过 程 积分 型 汉 函 的 分 布 的 拉 
普 拉 斯 变换 .特别 地 证 明了 : 停留 时 间 的 精确 分 布 是 混合 指数 型 
的 ; 适当 规范 化 后 ， 它 的 极限 分 布 只 可 能 属于 两 种 类 型 或 者 是 
RAH. 或 者 是 混合 指数 型 的 ; 各 分 布 的 参数 也 已 求 出 ， 有 关 
首 达 时 间 的 结果 可 作为 停留 时 间 的 特殊 情况 而 推出 . 


第 | 篇 全 部 生 灭 过 程 的 分 类 


具有 可 数 个 状态 E= (0. 1, 2, 0 的 齐 次 马尔 可 夫 过 程 亦 
即 转移 概率 POG, j = 0.12.0: «050 , "EFTRSIBT 
列 条 件 的 一 些 实 值 函 数 ， 


PG) Z5 0, (1) 
MPO =}, (2) 
i= 
SUP, Puls) = Pat +s). (3) 
j-0 

Ries P BE S PER PE 
lim Polt) = P0) = ps (4) 


其 中 Sl, i=j 8;—0, i6. 从 这 些 条 件 推出 ( 见 C670 航 限 
存在 : 


lim = dis (5) 
fe 十 È 
市 且 满 足 
Ogi oo GF), 
Say Se gy X oo. (6) 
fer i 


ig — qi. XX gi SERO DOE S i MARRE, qg AMRS i 
转移 到 了 的 概率 密度 ， 和 矩阵 
Q = (qy) (7) 
"m 


称 为 流出 和 转移 的 概率 密度 矩阵 , 满足 CD 一 05) AE {P,(2)} 
RA Que. 
Koumoropon [14] 举 出 例子 、 说明 (6D AIA “S” RE 
用 记号 “= 一 ”代替 . 但 我 们 假定 
May = Seo (=0,1,2,.). (8) 


AER Q RH OSH FT COI. 6D BF Q SURE PL) 

满足 Koamoropos 向 后 微分 方程 组 
Pi) = RPG PO) — I. (9) 
这 里 PQ) 是 以 PO ARABS, I E (rip. 

Rt. 设 给 定 满足 (8) Bo CO WERE, Hopa4,20X: 
7j. dWg—-—qz0. BRB PRAM: Q spy ETE AO BU. 
是 否 存 在 满足 (1) — 4) 的 (PO. 使 其 流出 和 转移 的 概率 密 
EBM SA EHO EA. 

[16]. [7] 指出 , PHENO, Q 过 程 永远 存在 . Feller 给 出 
了 总 过 程 唯一 的 充分 必要 条 件 . 

1E [3] 中 Qo6pymimn 详细 地 研究 了 Feller RHE. 满足 Feller 条 
件 的 矩阵 QU 称 为 规则 的 . 对 于 任意 给 定 的 非 规则 矩阵 名 ,在 [6] 
中 Doob 给 出 了 无 穷 多 个 急 过 程 . 我 们 将 称 在 [6] PHBH Ot 
程 类 为 Doob WHA. 每 个 Doob zt fH AB EE Q 和 一 个 概率 人 分布 
= Gn) 唯一 地 给 出 (55, 第 267 3870 * , 称 之 为 (Q,r)?Doob HH. 
但 是 , Doob 过 程 类 并 未 穷尽 全 部 的 入 过 程 . 因此 产生 了 第 二 个 问 
Ra, WEN ORE. MHA AN ODM? 此 问题 等 价 于 下 
BM: 对 给 定 的 名， 如 何 求 出 方程 (9) 的 满足 条 件 (D 一 
(50 的 所 有 人 解 . 

StF APSR ASR RE Q. 在 论文 [4] 出 现 以 前 ， 此 问题 毫 无 解 
2, 

在 [4] 中 , ORS IERI Q A, 问题 得 以 解决 . Feller 


* 确切 地 说 ,二 Pir) — DUEB rm cle) ele) 一 之 (rtw),w) XE T HE XL. 
+ fie 


= f |= ^7 «4 


的 论文 [8). [9] 提出 了 相近 的 问题 . 
我 们 找 出 了 全 部 生 灭 过 程 , 即 具有 下 列 形式 的 矩阵 @ 的 全 部 
Que: 


| a » 

iX Hia, > 0G > 00,5, > 0G So). 近 些 年 来 , 生 灭 过 程 类 为 许 才 
作者 所 研究 [11). [12]. £13]. [15]. 

现在 假设 (PUO) 是 任意 久 过 程 . 可 以 构造 ( 见 [2]. [16], 
(19D RRS A, POOL [S D, 及 定义 在 其 上 的 取 值 0, 1, 2， 
c EBR ID (Boo RS BL ERE X — (r0), 0x00] (wEN)*, 
使 得 有 下 述 性 质 : 

(i》 对 任意 指定 的 1, Por) = 09) = 04 

GD 过程 X 是 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,具有 预先 给 定 的 转移 概率 
Pitt); 

Gi) 过 程 基 是 可 测 的 ,关于 直线 上 的 财 集 类 是 可 分 的 , HH 
可 以 任意 取 可 数 的 处 处 稠密 的 上 集 作 为 满足 可 分 性 定义 条 件 中 的 
可 数 集 ; 

Civ) 对 任意 指定 的 非 负 整数 上 和 任意 的 wm, 使 z(t,w) 一 点 的 
t 值 的 集合 是 一 些 不 相交 的 左 闭 右 开 区 间 的 并 . 

今后 ， 我 们 说 样本 函数 的 人 性质 ， 指 的 就 是 上 面 捕 述 的 函数 
riw) 的 性 质 我 们 也 称 过 程 苹 为 忆 过 程 ， 它 由 Pa) ME-IR 


* 在 第 2 闲 的 参考 文献 [1] BE X-irUNCEO0 HAP REREL. ERIM 
的 参考 文献 [1] 中 称 之 为 典范 链 ， 典范 链 是 Borl TMM. SETA. 轨道 在 (0, 
P. 2,07, oo) A PERS (EU acon RATES), BAIR G, 0D. F 
EARRA Gih. G. ER LEP OX. 均 可 假定 为 典范 链 , MEY ucro 
TERI. o PRE. Big X= let}. eH 


fe 


E. 
FEM rie) 为 下 述 上 值 的 最 小 上 界 , EXE rls.) 在 [0， 
t] 中 只 有 有 限 多 个 间断 点 ”. 
SIER Q 的 下 列 特征 数 
R= Sus. S= Ses 


其 中 


= bban bisa 
在 [13] 中 已 证 明 ， R= E(z|x(0) = 0); M BH R-—coBf. TE 
在 唯一 的 QQ@ 过 程 . IX 9E— B9 Q 过 程 已 被 Feller 找到 [7]. 因此 ， 
我 们 只 需 研 究 使 &<ce 的 矩阵 Q. 

在 论文 [17] 中 首次 引入 量 S$. 我 们 指出 该 量 的 概率 意义 . 设 
My = fay), 2 0} 是 具有 有 限 个 状态 (Q, 1, c. ND E Qn it 


B. Hp 
Qy = 
— bs by Q 
ai — (a, +4) Bh 
away 一 (ay-, T Pu_1) by, 
0 ay + by — (ay + by) 
BA Play (0) = NN) 二 1 是 Tw 是 Xn 首次 到 达 状 态 0 的 时 刻 ， 刚 
lim Ery = §, 


现在 ， 对 于 给 定 的 非 规则 的 抢 阵 妨 ， 我 们 着 手 寻 找 所 有 竟 Q 
过 程 . 


* 如 果 疯 个 过 程 有 相同 的 转移 概率 ， 我 们 视 它 们 为 同一 个 这 程 ， 不 平 区 分. 
** ER ORNS SR [1] 中 称 + HARA. 在 第 7? 箱 的 参考 文献 [1] 中 称 * 
为 第 一 个 飞 婚 点 . 一 一 编者 


a Ba 


iW Lo mS 


情形 RZ, 8—co. HX = (ix(O £220) EEEH ERI. 
设 x>>0， 如 果 对 任意 8290. ra) 在 区 间 [w — eu) 中 取 无 穷 多 
个 不 同 的 值 且 x Ga = j, RI HE u rw) 飞跃 到 状态 /的 
BTA). 设 

T (w) = inf {un rlw); 
uke rG w) KREIRA JCS a) 的 时 刻 }. 
a GEH, FARA n E -— I s. APO ood = Lig 
uj? = Pir) =i) (6—0,.1,-.2). 

还 可 以 证 明 ， FE k, fh > Os a Hn 成 立 ， 

m E. 


fal 
M 不 依赖 于 n n z= maxri, hk) (i 一 日 :12 
是 


按 如 下 方式 定义 非 负 数列 Soo Sis Spa "t" 
s = 6 C 是 任意 的 正 数 )， 


tn) 


s = "ss (2 zz maxik), = 051,250), 
k 


我 们 称 so» sio sz，*… 为 @ 过程 半 的 无 穷 小 特征 数列 . 显然 地 ， 除 
常数 因子 不 计 外 ， 特 征 数列 被 包 过 程 关 he. Sn, = 


Som. 我 们 有 下 面 的 定理 


定理 1 O BARE Roo, 5S 二 cc0 的 外 过 程式 , WAY 
征 数列 Sis 1—0, 1, 2, … 满 足 关系 


站 < Dd) sn, < ec. (10) 
imo 


Gi) 反之 ， 给 定 满足 (10) 的 非 负 数列 {s;}， 则 存在 唯一 的 
Q 过 程 X. A ERA 6536 一 0,1,2,*…) BA, 

定理 1 的 Gi) tS QUEX 的 转移 概率 P(e) 可 以 按 如 下 
方式 得 到 ， 用 公式 
s: 


"m 
> 5j 


ind 


win 一 


dip SE ded (1n ,2 上 的 概率 分 布下 ”一 《RE ye Tn 
= BbRl1se)gdkEPIPPO)R (Q, r) Doob 过 程 的 转移 概率 . Dl 
limP a) = P. 
情形 R«ee. Soo, KX EEH, E 
B (Gv) = inf(t;t rT) xt) ah 
By ELE HH 
POP o00)—]1 (n1... 


id 
_ NO aapna 
Zy = 0, z = į] + 之 bbb,’ 
z=limz, (24 R < co 时 ,z « o0). 
定理 2 O 设 给 定 满足 Roo, SoM OHH X. WA ' 
v, = PG?) =n), (n= 1,2, ) (11) 
确定 的 数列 iv) WERI ‘ 
12,0, 
lvl Vag 62 一 Bagi? m 
TO — Un (nay — d 
(n 一 1.2.72. (12) 
GD RZ, HAERE (120 的 数列 (o). RE fr TEPME— 839 Q i 
fe X RA 11). 
定理 2 的 GO PHO DEX RRS PLU) 可 以 按 如 下 
方式 得 到 : 用 下 面 的 递 推 公 式 给 出 集中 在 状态 CO, 1，…，n) 的 
分 布 x” == Cri? pee tl?) Cn 一 1.2.12: 
m = 1 vn =u; 
rien) x zefi e ELT ÉD Oin), 
1 人 一人) 
goo jy TEN E 一 Eg i 
n n | atl z—2, | a+] 之 一 之， 里 d 
m = Vail (» = 1.2.25. 


d PD) 是 (Q. x") Doob 过 程 的 转移 概率 ， 则 
lim Pf? E) = P. 
上 定理 2 得 出 ， 所 有 的 久 过 程 和 所 有 满足 (12) 的 序列 
tv) 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 对 应 美 系 由 等 式 dD 给 出 . 
现在 设 
vj? = PO (7) Sf) G = OnLy nino 1,220), 
EI Xt 2 4 
Cy = 
1 ， HESA 
注意 ,cw 是 系统 从 状态 出 发 , 经 过 有 穷 ( 实 0) PIARA 
7 的 概率 CH oD. THAHEN, FERR 


-1 

了 ea 
lim = =p (20); 
wees Supe 

PETS 

=ü 
: Ur Ca 
lim 一 一 一 一 一 和 (20). 


UT S vi" ei 
&-0 
我 们 按 下 面 的 方式 定义 非 负 数列 (n = 0,1,2,0: Bn Sg 
va 二 lta = 1,250), WEX =O (1—0. 1, 2. 0. MAF 
E k d vj" = 1E Sk fi vit <1, RA LAGE vi" > 0 对 一 切 
n zk.H v/v" bal maxik) G = 0,1,2,--) BR. 定义 
rc Cc 是 任意 正 数 )， 


Cr} 


r= rh os GEH n > maxG, E), = 051,250). 


TR, RE RAFAT. rororo REO MBRE, 而 p. 
F 被 包 YERERE. 我 们 将 称 Pods Tos ro ro AOE 
X 的 特征 数列 . 
定理 3 CO RIEN Roo, Sde xX. WHY 
征 数列 满足 关系 式 
- il a 


ptg=l. | 


O< Mines«o0o. WME p> 0; (13) 
n= 
rr, 0 (n=O. ls 2, =), tn ud 


aD 反之 ， 设 给 定 满足 (13) 的 非 负 数列 p. gs For nro ros 
…， 则 存在 唯一 的 已 过 程 XX， 其 特征 数列 与 给 定 的 数列 重合 . 

定理 3 的 GD 中 的 过 程 的 转 称 概率 了 P,;(2) 可 以 按 如 下 方式 
得 到 : 按 下 面 的 公式 给 出 集中 在 状态 (0，1，…，n) 上 的 分 布 


a = (net) On = 12.22, 
如 果 p>o, WS 
af = X, $ (7 = 0,l1,7,2 — 1), 


vua 
7 
Fit men 


ani = Y, + X, I 


这 里 


0 « A, 一 DEEP 


网 一 由 
X 一 pa, ~~ Za) 
” pA, z — z,) + gA,z’ 
Y, = gA ; 
. pz — z) + gA’ 
如 果 p=0, MS 
Cag? Vere umm uam) 一 《orDy1). 
PP) BQ. rh) Doob 过 程 的 转移 概率 . M 
lim Pf? (2) = Pi). 
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第 已 篇 。 生 灭 过 程 构造 论 


2.1 概 述 


WX = (7), tO} 为 定义 在 概率 空间 (2, 27, P) 上 的 具 
可 列 多 个 状态 的 马 氏 过 程 ， 其 相 空间 为 上 二 (0,1,2,…) ,转移 枝 
FA Pt € E.t z 0, 它们 是 一 组 满足 下 列 条 件 的 实 值 函 
数 ， 


P4Q) 2 0, (1.1) 
SUP =i, (1. 2) 
DV PaO Pu) = Py ts), (1.3) 
+ 

limP,;() = PaO) = 6,, (1. 4) 


其 中 50 表示 对 一 切 jE 瓦 求 利 ,又 及 一 1， 8,20 Gs). 由 此 可 
证 明 … 存 在 极限 


im Da) m à; 


li 7 = gij. (1. 5) 
IU 
4 q,—4250. 以 后 恒 设 对 一 切 ;/€ E, A 
0 x Ma HH am, (1. 6) 
pee 
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HQS GO 为 密度 矩阵 ， 而 马 氏 过 程式 一 {10)t > 0) 则 简称 
为 息 过 程 ， 以 表示 它 与 和 有 OO. BOE. MRA Q 过 程 有 
相同 的 Pc. 我 们 就 把 它们 看 作 同 一 个 总 过 程 . 碘 有 时 也 称 一 
组 满足 (1.1) 一 (1.4) f CP, GOD 为 一 个 入 过 程 ， 特别 当 

Gia =2h; (2>0). gq 1=a, CPO), 

q;— fa tb); Gi; = 0 aan, 
CME X ao=0) A, RH Q npECSEKIDE. 

RZ HE AEQ = gugu 200 47) FFE. 6) mir". 

一 个 重要 的 问题 是 求 出 一 切 @ 过 程 ， 即 求 出 一 切 矩 阵 PO) = 
CP, ,使 满足 条 件 01.10 -- 1.5). 可 以 证 明 下 ,这 问题 在 假 
© (0.6) 下 ， 等 价 于 求 下 列 向 后 微分 方程 组 的 满足 (1.1) 一 
(1.50 的 全 部 解 ; 

Pt = QPO, POO)=T, (1. 8) 
XP PO) = (PEDI = (Gy. 

关于 此 问题 的 研究 情况 如 下 : 1945 年 Doob- **F1 GEAR, Q 过 

程 总 是 存在 的 ， 而 且 只 有 两 种 可 能 ， 或 者 只 存在 一 个 ， 或 者 有 无 
2j d, 早 在 1940 4E, Feller 在 [7] 中 甚至 对 更 一 般 傅 部 找到 了 
Q 过 程 唯一 的 充 要 条 件 , 此 条 件 后 为 No6pyuntt 所 详细 研究 中 , QA 
Æ Feller RF HER OR ARUN. TEQ 过 程 的 存在 与 唯一 癌 
题 得 以 完满 解决 . BF ORL SR AR Q 过 程 ) 的 问题 . 对 规则 撼 
BE, AMR Om, 对 任 一 不 规则 矩阵 ,Doob 在 [4, 第 267 
页 ] 中 昌 找 出 了 无 穷 多 个 入 过程 〈 以 后 称 这 种 驴 过 程 为 Doob 过 
B) 但 却 远 未 穷尽 一 切入 过 程 . 于 是 求 出 全 部 旬 过程 的 问题 , 引 
起 了 广泛 的 注意 ， BRAG ADAMS HA. BRR. WF 
还 要 懒 许 包 工作 ， 目 前 试图 解决 此 问题 的 方法 至 少 有 三 种 。 各 均 
RERE. Feller, AHR. Reuter, Karlin Ej McGregor 分 
别 用 各 种 分 析 方 法 "对 某 种 忆 求 出 了 全 部 (Pitz)) ,但 [8] 
5 [10] 中 所 求 出 的 (PP; (2)) 除 满足 (1.8) 外 ,还 满足 向 前 微分 


(1.7) 


* 本 篇 以 后 所 用 的 已 均 满足 此 二 条 件 ， FRR. 
j” 


方程 组 

P = PQ, PQD 一 了 (1.9 
Anaon 5 Reuter 用 半 群 方法 * "i， 找 出 了 部 分 Q 过 程 的 无 穷 小 
算 子 的 定义 域 ; 第 三 种 方法 见 Jo5pvimnl3 及 作者 045， 这 种 方法 
WER BRAT BRA: 根据 样本 函数 (或 称 轨道 ) 的 性 
E. 可 以 看 出 Doob 过 程 的 结构 较为 简单 , 然后 通过 这 种 较 简 单 的 
HEKERE- Q 过 程 . 这 种 方法 目前 昌 然 只 用 来 研究 由 种 特殊 
的 总 抢 阵 ， 但 估计 它 的 潜力 尚未 全 部 发 挥 ， 参 看 [3] 

求 出 全 部 Q 过 程 的 问题 之 所 以 重要 至 少 是 由 于 ， 一 方面 , 在 
现实 中 遇 到 的 马 氏 过 程 ， 容 易 求 出 的 是 外 而 不 是 Pitt), 例如 排 
队 论 中 许多 例子 [12，$ 20、$ 34] 就 是 如 此 ， 因 此 , Q 是 否 能 唯 
一 闫 定 过程 、 如 何 决 定 以 及 如 不 能 唯一 决定 时 、 疝 需 补充 些 什 么 
数字 特征 才能 唯一 决定 等 问题 ,就 具有 重要 的 理论 与 实际 的 意义 ; 
另 一 方面 ， 如 上 所 述 ， 此 问题 紧密 联系 于 微分 方程 论 CBA 
(1. 8)) 及 半 群 理论 ( 求 出 某 已 给 无 穷 小 算 子 表达 式 的 全 体 可 能 的 
定义 域 ， 或 等 价 她 ， 求 出 全 体 以 此 算 子 为 无 穷 小 算 子 的 半 群 ， 这 
些 半 群 由 马尔 可 去 转移 概率 产生 ). 因此 , 如 能 以 概率 方法 求 出 全 
部 @ 过 程 , 就 等 价 于 用 概率 方法 求 出 了 (1. 8) 的 全 部 解 或 全 体 半 
群 ， 对 微分 方程 及 半 群 理论 均 有 一 定 影响 。 从 这 种 观点 看 来 ， 上 
述 第 三 种 方法 也 许 更 合乎 要 求 . 

本 篇 的 主要 目的 是 : 研究 生 灭 过 程 样本 函数 的 性 质 ; 并 在 此 
基础 土 , 应 用 第 三 种 方法 来 求 出 全 体 生 灭 过 程 CEH OQ); 同时 
Reet HRA RR. Abb, EH Ree 
结果 性 的 , 也 是 方法 性 的 , 本 篇 中 部 分 结果 已 预告 于 [14, 15] 中 ， 
此 地 给 予 证 明 . 

2.2~2.5 研究 生 灭 过 程 样本 函数 的 性 质 与 过 程 的 变换 ，2.6 
~2 8 对 已 给 的 妨 求 出 全 部 总 过 程 并 讨论 其 构造 ; 2.9 中 叙述 车 
干 尚 待 进一步 研究 的 问题 ， 最 后， 对 本 篇 结 果 作 出 总 结 并 给 出 必 
要 的 补充 ， 为 便于 阅读 起 见 ， 在 2, 10 的 3》 中 补充 证 明了 本 篇 用 
到 的 关于 生 灭 过 程 的 性 质 . 阅读 本 篇 还 需要 过 程 论 中 一 些 最 基本 
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的 知识 ， 如 过 程 的 可 分 性 等 ， 在 补充 中 不 可 能 补 齐 ， 且 幸 所 需 的 
全 部 预备 知识 不 多 , 它们 都 可 在 文献 L1, E 8 2 一 9 或 相应 的 
书 中 找到 . 


2.2 基本 特征 数 的 概率 意义 


设 已 给 形 如 (1. 7) 的 密度 矩阵 入， 对 这 类 和 矩阵， 重要 的 是 下 
Bill SEAS Hp TE HE 


— 4 V ed . 

in b + 2: bib, ybi bius a 290, G D 
1 ~ bib; Bia . 

:一 一 十 G > 00, (2.2 

ý a, 2 OG; ait as ' > 

R= dim, S= Die (2.3) 
=o mm 

以 及 | 
z=0, z=1+ » Bb, e z= lime.. (24) 


为 了 叙述 这 些 雪 字 的 概率 意义 ， 考虑 任 _Q WE X= (2G), 
tz 之 0}。 不 影响 转移 概率 及 忆 ， 可 设 此 过 程 为 典范 链 “. 它 基 完全 
可 分 的 :0, 即 关 于 一 维 闭 集 可 分 , 而 且 可 分 二 集 可 取 为 0, ce) 中 
E- TAARE R= GO. 由 于 可 分 性 的 需要 ， 有 时 须 引 人 起 状态 
ceo， 但 对 任 一 国定 的 £20, Pir) = e = 0o. Ai E — EU 
{oo}, 定义 随机 变量 

tæ) = inf tr rm) = 7), (2.5) 
并 以 了, 及 E, 表示 由 过 程 的 转移 概率 及 集中 在 状态 / 上 的 开始 分 
布 所 产生 的 概率 测度 及 对 此 测度 面 取 的 数学 期 望 , [2] 中 证 明了 ， 


* 特征 教员 等 的 一 般 化 网 16]. 
= LE? ASYR [1] 及 第 1 箱 中 的 牌 注 -- 一 编者 . 


» ya. 


m = BS.) AMER = lim E, 并 且 还 证 明了 , 当 而 且 只 当 R= 
时 , QQ 过程 是 唯一 的 ( 见 本 篇 2.1 节 和 定理 10.3). 因此 , 我 们 以 
BABB ROBBIE. MRS 
Tia) = inf slima(s.@) = 6c) (2.6) 

CBN [1. 第 235 H] BEEKGUSS— T 3330. Mh A RGE 
H., R= Ec. 换言之 , 尺 是 自 0 出 发 、 沿 着 过 程 的 轨道 而 运动 的 
质点 初次 到 达 o2 的 平均 时 间 . 

S 的 概率 意义 曾 预告 于 (14, 15]. FEE Qs 

Qu 一 


— b, bo 0 0 0 Q 
a 一 人 +8) b ü Q 9 
Ü 0 Ooo ay — law- + bwa) by) 
0 G Go Y ay + by — (ay + bx} 


(2.7) 
EHO 中 前 at] 横 列 与 前 2 十 1 直行 的 元 素 构成 ,但 需 将 其 中 第 
n 十 1 横 列 与 第 直行 上 的 元 av RM anton. BRA Oy 过 程 
Xy = (rsl), to}. EX 
oy (we) = infer, (£,e) = 0). (2. 8) 
如 设 PGx(0 = N) = 1, WA 
引 理 2.1 lim Eoy 一 5. 
证 引进 
EM Cw) = inf(tu ry e = 1). (2. 9) 
FES e^ = EEN Me™ Fg Xs B i 出 发 初次 到 达 i 一 1 的 平均 时 
fal. 如 所 周知 [1, 第 148 及 215 Wd. 对 Qu WR. ERA A LB 
逗留 时 间 8€— 8,5 有 指数 分 布 
l1—e (0)， 


PPO = E20) (2.10) 
PSDS 1 aeo, ^7 


其 中 C477 a4 thy, ik E= l/c ma 
a 19-5 


PGyOB 十 0) = k 十 12 一 h, 


(Ok (2.11) 
Pilas BHO 一 大 一 1) 一 a 
E 


PG. 4-0) = 1) = PyGy(Q 3-00 —N—1)—1 

(2.12) 

(上 典范 链 使 42. 11» (2. 12) 有 意义 , 因为 典范 链 是 Borel 可 测 的 ， 见 
[1. 38 141 页 」 或 第 7 篇 中 文献 [1, 第 87 页 ])，(2. 12) 表示 ， 
状态 0 N 都 是 Qu 过 程 的 反射 整 , 由 此 可 见 , eU 应 满足 方程 组 


iN} __ a 1 


OS a tb a to 
b i | 
! a + 5, Es Ten em] 
全 一 12 — 15. 
(NY LL 1 
EN T dx + by 
解 出 后 得 


No Bed 
1 bb. biu 
enl + 
ej at 2 = 


aco Cip + 


5,5, Us. 


f 
t aai adna lay + Oy) (2. 12°} 
G = 1.2..N — 2), 
Mii limes? = ¢, X 
Neon 
N 
lim Bay = im Sye =. 


直观 地 说 ， ERS ea. Hoe “RI” Bt. e 是 名 过 
程 自 i 初次 到 i 一 1 的 平均 时 间 , mis 则 是 此 过 程 自 ce 初次 到 0 的 
平均 时 间 . 

根据 S<loomk S= 0c, 可 将 全 体 不 规则 的 (或 等 价 地 , (E RAI 
oof) (1.7) JERR Q 4p Jg S, 与 $; 两 类 .以 后 ( 见 定理 4.2 及 
HA) 会 看 到 ，S, 类 中 的 驴 所 对 应 的 驴 过 程 ， 结 构 上 要 比 S, 类 
中 的 复杂 . 对 于 S; BPH OQ, PARA RA oo “HEH” BAA 

. Poe 


穷 状态 上 来 . 
利用 [9] 中 的 一 个 结果 ， 容 易 证 明 (2. 4) 中 的 数 具 有 下 列 
概率 意义 ; ERE PZRE n. 并 考虑 入 过 程 的 甬 人 人” 马 
氏 链 x,(w), nz0， 即 具有 下 列 转移 概率 的 马 氏 链 
Pia, 一 :一 lir; = fj = a, 
b: 


C; 


(2.132 
Pix, =i H lje, 5D S * 


关于 此 链 , SA A HR, 在 到 达 以 前 先 到 达 ; cR s 


zoz, 


( 见 2.10 15, $ERB 10. 40; 4n 上 升 时 ,此 概率 不 下 降 . SHR 
出 发 ， 终 于 要 到 达 j 的 概率 为 2;， 并 理解 二 二 1， 则 当 j< 时 ， 


dj = lim 5 —59 2 — #8 (2.14) 


m EQ — E, z— 2, 
考虑 任 一 可 分 Q@ 过 程 基 一 (eG), Uo). bo, HARB k Gi 
发 经 有 穷 步 转移 到 达 j 的 概率 ， 或 者 等 和 价 地 ， 记 
ce, = PE <r), (2. 15) 
ERO. HF SiR, A dul Oe, pk Hj, C= dai 
如 果 ek, Wh (2.6) 得 Pie 09) Z2 P,(r 600) — 1 {这 里 
还 用 到 生 灭 过 程 的 特性 ; Be 出 发 ,下 一 步 落 到 一 1 Hi 的 概 
率 为 1; 因而 当 自 到 达 另 一 状态 时 , 必 历 经 一 切中 间 状 态 . 此 特 
性 将 多 次 用 到 而 不 另 说 明 ), AK dj 一 1. 因此 如 把 0 步 也 算 作 有 穷 
步 ， 总 结 上 述 便 得 
引 理 2.2 WAPOMBX. ü R«co. HE AU. BA 
穷 步 到 达 ; 的 概率 
' n An exi 
Ck; T 


— (2.16) 
如 不 > 


* 
z— r; 


* SH M41, SEHE IB RAM. 
. 21 . 


2.3 Doob 过 程 的 变换 


最 简单 的 一 类 妨 过 程 是 Poob WH. 它 的 定义 见 2. 10 或 [4， 
第 267 页 ]. 此 类 过 程 的 样本 消 数 是 所 谓 了 跳 财 函数 ,后 者 如 下 定 
X: 

XX $1 Ky). ceo AREF ERR. RAL HEN 
BER WEE n 不 连续 , MAA c0. 使 在 [4 — 66D Rl, 
ts c €) rp. 它 的 值 分 别 为 二 不 相等 的 有 了 眼 常 数 ; 称 点 z 为 它 的 飞 
路 点 ， 如 对 任意 eo. 在 [rz 一 s:r) 中 , CRABS TRA. 

定义 3,2 值 域 为 E 的 函数 yo), co 称 为 本 跳跃 的 ,如 果 : 
CO 在任 一 有 穷 区 间 中 , RPAH SH BRA nO m Our nu; 
GD TE f£ — KEKIX JH] [ 7.7.0 中 , — WIR E SE ARERR nu. C 
数 可 列 Cr tig <r <r, B joht, ryty), i50, 1, 2, 
t, GD 在 任 二 相 邻 的 不 连续 点 上 , A loa) — yr) = 1G. 
了 一 0,1.2，……). 

T BEER PRR AT, BRAK A. ünfE[E— HK d c.G > 0) E, 
yn un. 

注意 了 PR BRA. RoW fü. 

对 于 Doob 过 程 X, HF R«oo0. 一切 随机 变量 c; 均 以 概率 
14837. HOB OQ RAR — (x)) 决定 , KB a, = Plat) 一 
让 与 了 HKG = 1,2,71), RREH Q. r0 Doob HBR (Qi) 过 
BR. 

以 后 常 要 用 到 过 程 的 一 种 变换 . 

3EX.3.3 HAH yt Sod rat 280 £8 CC, B.) 变换 
得 来 ， 如 果 存 在 二 列 正 数 (6,2. C8) ,使 

QC By) «Loan SA «Lm, Sa << <a eA «Lo, 
D (441. — Bb) 一 cc， 


+ 22. 


MA yt) WFE: 
4 y =a, ya) = x(t}, M Oe, B]. 
如 yit) 已 在 [0, 六 ) 上 定义 ， DIES) OK B, 时 ， A 
Vaa = Y, t Qu, BOO. H D = arla +. 
直观 地 说 , ME ra) T ORME Leo) MHA, WP 
88 — Ex [0,0 RET, Han IL ERR BD f oad [8,0 
一 1,2,…) EUR AA E, BTS RA 00.2 O0. 
SUL x,t 2 ORK T, RBM, APU AK SXF 
TER, IEE MAE BUSA. VL 
r 表示 x, (t) HEARRE, (3. 1) 
n = infr; 2 r,t Æ KRA, md B x.) <a); (3.2) 
如 果 已 定义 no NA 
Ti+) = inf(r:r > m, c E ERA), (3.3) 
no,c9 inf (rir ZR naar JC RRA or.) <n), (3.4) 
于 是 
OLT Sy, OG 1S, I ST EN 
WE bee as. WB 
Dr 一 nm) 一 oo (hy = Ost = 0) (3. 5) 


XE x, G) WETTE Taon BERE LB TERR RR E n, (OL i8 
此 关系 为 
Fac) = 2, ,0), (3. 6) 
B fe KT, PRR RRS TK RH ER, HU (3, 6) 并 不 
表示 对 固定 的 上 双方 相等 . 
现在 考虑 (QS) 过 程 X, = (x, 0) 2 > 0) G9 € 0, 3X B 
SP — (EP ECT rr ECT) 是 集中 在 前 n 十 1 TRIS CO, 1. os 
a) 上 的 分 布 , HP.) = 7) = FP. 为 简单 计 , BoP Do. 
利用 (3.1》 ~ (3.4) 定义 随机 变量 列 m, (rii G9) G o0), 
则 由 于 Rook SUI. ETA ARS 1 有 穷 而 且 〈3. 5) 成 立 ， 
HEEN, MAM n (e 0 MAT Cr ua CoD sm Co) 变换 
= 29- 


后 ， 得 一 二 元 函数 r, (tw) te Oe € D, B] 
Fan.) = cu Qa Ge. (3. 7) 
引 理 3.1 X, = (x, 00,t 0} ROQ,ST P) 过 程 , 这 里 


ml 


APTO = LOPSTEM Quin. (3.8) 


证 ”对 固定 的 w, HELM x, (te) BT, BAR. 今 证 
et fy FB aE AY £r, Q.D 是 随机 变量 . D c Ce) d XQ Qum) 的 第 
L^ KER (d, = 0), 并 令 


nie) = $GQQD — t, iu). k=0 (3.9) 
7 一 上 


(换言之 , plo) 是 在 r, C) 以 前 ， 自 z(t,w) 所 抛 去 的 区 间 的 总 
KO. EE x.(t,w) 是 右 连 续 过 程 ， 故 是 Borel 可 测 的 ， 因 而 
《Try = i.a, (9) <is a,j (w)) = 
= (Qr + Hw) = 7, Tay Cw) < 上 十 六 (ou < T1092 
是 可 测 集 , H Cra.) =F) 一 Mo 1,0) = do) «E 


i= 


Cw 也 可 测 ， 再 留意 x,. (0, = zxQQ,e), BIE X, = 

ix. 2,00 .E 2 Ot 是 一 随机 过 程 ， 它 还 是 OLS° OB, AAR 

FEX. Sr, xL) BS m > RRA, dE (3.8) 得 
PG, Cop) = D) = Plan) 5) 


SYP G4) = j|n, = Ta) PC, = c) 


四 一 上 


(] 一 Key. [ete ja Ply, =r) 


mel 


= HDD Pr = cu), 


moi 
ALY > 0.8 Ply <u, 09) = 1, B Pin, = n) = 1, ÀÀ 
mæl 
m 
MD (0 m mw  (QUxDjxa-1. 


， 根据 Doob 过 程 的 定义 GU. WAER X. e Hr dH 
245 


互 独立 的 最 小 链 "* 3 组 成 . X, 是 由 最 小 链 组 成 是 显然 的 ， 故 
只 要 证 诸 最 小 链 的 独立 性 , 以 mi， or 分 别 表示 玉生 -第 :个 号 
EK AUR SB j AWRA C7220), f(r trode) 表示 任意 无 穷 
Hb Borel 可 测 函 数 ，r 一 1，2，… > 
FE (aw) = fro Goo) sO — Go em, au) Fue — Furs 
4 
FIP (a) = fO) star — Deer ufus — Dua). 
ei 为 任意 正 整 数 ，c,，…， a MEX LT EARS. RU 
Pí(x, CO.) = joo POD? eee = Lied) 
= Pla) = fer PR See = Leer) 
= EP (hw) = mz, En) = jaF X em = Lye) 
= SP x,t) = fo Fi Seu = Leeds ar) = n, 
PC imm. tty} < m), 
这 里 及 以 下 的 三 表示 对 正 整 数 mom Sl 求 和 ， 由 于 
X, 是 Doob 过 程 , 故 构成 天 ,的 最 小 链 是 相互 独立 的 . 因此 ， 如 以 
P. 表 开 始 分 布 集 中 在 ; 上 时 最 小 链 所 产生 的 测度 ， 即 得 上 式 最 右 
项 


Sei ya . [56m tm * DLL [Sim m 0m ro 


È 
. [I BE, FE, L6) 
r-l 
ri 


TP. FS, «eas» 


+=] 


1 
= [J Pian.) = pF x 


r=] 


I 
= [| Ps) =f. FET? e). (3. 10) 


vet 


Wee 7 AOD n-1 RM @=1,-,), BB 


E 
PEZ? xev = 1D = TT PFS? <e), 


t=} 


此 即 表 示 构 成 X. 的 诸 最 小 链 的 独立 性 ， E 


类 似 于 fans 定义 男 一 种 变换 eS T: 
对 T, BRR RRO), HF (3.1) — GOO, + 


ri #2.) BT RRA, (3.1) 

By, = infit 22 naQ) n. (3. 2") 

ri 为 入 后 的 第 一 个 飞 牙 点 ， (3. 3) 

By = inf ut nauem G) n). (3. 4) 
45i this A A A m E. 

Mess — Bj) — co (E = 9.8% = 0) (3. 5') 


对 x,t) RELA Cty +1 T 变换 后 ;得 一 T. Blk EX ej Hr Eq Cb). 
idgt X 


Esai 0S CE = xi» C3. 11) 
或 者 ， 为 以 后 方便 ， 记 成 
Batin (tne 0) = xu. (3.12) 


这 表示 变换 guint TK REA T. 跳跃 函数 
A4 Hm (QUVUTU) 过 程 Xia m Gn Ot 0) ,这 里 Vet 
= (uf? ute o) 表示 某 集中 在 《0, 1, n n D 上 的 
分 布 ， 它 的 样本 函数 是 T , 跳 联 函数 由 〈3, 12)， 令 
Entin Ee) = Ta 人 yoyo E A, (3. 13) 
则 类 似 地 得 
引 理 3.2 X, — (x, O) EZ 0) HOV") 过 程 ， 这 里 


" 
v" = erf Yes 十 voe, iu] Gn. 
i-o 


E 
_ I iat i I 
vp = Cah vie || DIM 十 VP ntsc} , 


mq 
H mm 十 上 
> us”) = Sept = 1. 
r=0 fxg 


(3. 145 
而 cy 由 (2. 16) gx. n=l, Z. tt. 
© 26* 


证 证 肯 伪 引 理 3.1, 不 同 处 在 于 证 (3.14). 2E REA o; Cod, 
r, (0) 表示 r,t.) E cuu Ou) 的 第 个 飞跃 点 . 
Pir(G) = jf) = Pirn d = 7) 
= Pe By) = lue eeu t POS B < Tari). 


(3. 15) 
HF Roo, PX. BRR, BARBI CSA) 的 概率 为 


1, BGK R—1 MERA cae) BO — Dol? + Peni, > 0 
r=] 


是 自任 一 飞跃 点 出 发 经 有 穷 步 ” 到 达 0， 1. ++. 2) 的 概率 ， 因 
而 
PG, SG = jo ap, enu) 
m—f A lo tl} 
= = OS F<. 
类 似 地 有 
Petai Ea) = nb tm S B, E nuu 


— gfe} (nti) 
= Uu, 二 wal Cnt tins 


以 此 代 人 《3. 15?， 并 注意 易 证 PG < B, <) = 1,P dimt, = 


co) = 1, MIE (3. 140. 中 前 二 式 ; 最 后 一 式 是 显然 的 . L| 
BM, X[n—m. EMER 

Foam =F me Sainta (3. 16) 

Som Bt m Rael atin nt (3. 17) 


它们 都 是 把 T, SEEK P3BIUIR 7 T. BEEKOR EAS BS (RI. MEM 
Fu Eno BUE T. BERR RE HT, KR, ARES 
值 的 ， 

Ae (QS eX, = GG), (2 0). 根据 随机 过 程 
的 表现 理论 ”… ,可 以 取 基 本 事件 空间 如 = 应, 这 里 他 G9.) 是 
SET, 跳跃 函数 的 集合 ， 而 且 基 本 事件 o, 与 样本 函数 n Go) 


* OF MATA EIE. 
2754 


重合 , 即 z, Gm) = e GO. G Z2 00. SRS PRES [Ro in e (E, , 
F oP IP, CEH OS” 及 一 开始 分 布 决定 . 今 如 取 由 (3. 80 3E. 
Bap AG SOO), 则 由 (3. 及 引 理 4.1, 定义 在 (02,57, P.) 上 
的 过 程 六 Karltsos) EQS 0) 过 程 . 由 此 易 见 Fut, 
nD REGE XLTE CO, FP) EEST id fi On <n) AE 


Fm = IPS SO OSES m), (3.18) 
ded 


此 式 是 [3. 8) 的 推广 . 
今 设 已 给 一 列 非 负数 Co. (B 


O< 229 xe (3. 19) 
《注意 此 级 数 可 以 发 散 )， 故 至 少 有 一 300， 不 失 以 下 讨论 的 一 
ARTE, HES Oo. Ho C9^O 作 集 中 在 O, 1. nn) ER HS 
= (Gp nee OY Rp 

emus Me. (3. 20) 


2=0 


BR. OUS 满足 关系 G. 19. 
2|383.3 存在 概率 空间 (2, F, P). 在 其 上 可 以 定义 一 列 
(QS) TEREX, = (GM 0} Gi—0. 1, 2, 0, WAER 
RH 2.7). wee S" m (3. 20) RE. 
证 固定 一 分 布 (vw,) PARR. MEAT, MR n 
0. FE (2, PP) RE XT E ERIQQLSU R Gn Gm EZ 
0) (o, € (20. 对 任意 RC 1) PARA BR. oe. mo ÆR n S 
màx(m ,".,). $E X 4E (2,,57,, P, E B5 XE tz, 0m = 
Fas Gn, G2) £ Ze 0) Go, E AD WQS) SERE MS De, Ce, 
@, ).t zz 01 Go, € Lo 有 相同 的 有 穷 维 分 布 . SP E [0,9 R 
REEL i,e,5) EM k AED A 
F,, 


m 


eme. CJ sor dad = PG, Liq? 
= fot = 1,58), €3. 21) 
易 见 此 分 布 不 依 整 于 的 选择 , 而 且 有 穷 维 分 布 族 Uu) 是 
* 28 + 


相 容 的 ， 故 根据 柯 莫 各 洛 夫 定 理 " 中 ， 存 在 概率 空间 (D. F, 
P). 及 定义 于 其 上 的 过 程 列 X, = (2,0) 2 awe 2), 一 
0,1,2,-…) ,使 
PG, (ew) = ji = l0 
= Pung Fie tt dad (3. 22) 

由 此 及 (3.21)， 特 别 地 知 ae) Ej z, Go 有 相同 的 有 穷 维 分 
布 。 其 次 ， 按 上 引 柯 所 定理 ， 可 取 ' 人 一 (o HB o = on.) 是 
KF EMILOBEEEO —0:0.(€ [0,950.39 Hr, Ge 一 
win, D. 由 于 对 一 切 n ZmIO.PQ fu G2) = zm) = 
1. P.C, (t ,0,) Ek T, BEBE EBD = 1, iE RT E EQ CASE [SD A 
使 对 每 wr, (t,o) 是 了 BANK EHE. MBX, = (1,0,0), m 
0}Cw € 2) WRAS 过 程 , HAR (G. 7) 成立. 清洗 CH 
小 ) 后 的 概率 空间 仍 记 为 AFP), 则 此 空间 符合 要 求 . | 

逐 句 重复 引 理 3. 3 iE, FER RBS LESE LIS 
后 ， 即 可 证 盟 下 面 的 

引 理 3.4 存在 概率 空间 (N, F, P) ER LAS KP 
(Q,Vo) 过程 X, = fat SO} 一 1 2 使 满足 关系 
(3.13), 这 里 V" = (P ol nor = 1,2,3,*00 是 (3. 14) 
的 任 一 列 非 负 解 . 

注 3.1 引 理 3.3 对 一 般 的 满足 (1.60 的 忽 也 成 立 , 证 明 不 
需 作 任何 修改 . 


2.4 连续 流入 不 可 能 的 充 要 条 件 


设 己 满足 (1.6), mM X= (Oz 0) 为 可 分 已 过 程 . 可 以 
证 明 ; 不 影响 转移 概率 , 对 每 iEE, Dat RS. Ce) 一 rw) 
—i) 以 概率 1 GA a. a.) 是 有 穷 或 可 列 多 个 左 闭 右 开 的 不 相 奖 


* 亦 可 看 第 10 简 中 文献 [4， 第 了 页 ] 一 … 编 者 
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的 区 间 的 和 , 而 且 在 任 一 有 界 区 间 中 , REARS MEHR. 
EA EROS i KELAS, 还 可 证 明 : 在 尾 一 定点 上 后 有 第 一 个 断 
点 ， 它 是 跳 获 点 (a.a. y 92793 

定理 4.1 对 任意 满足 (01.60 ATS QH X = (x00. 
0r .- f£ PC = Gt fb xG.eDus SOM KR ERO 是 闭 集 (ee. «. D. 

证 ”对 固定 的 e. 称 a 是 (二 了 (tw3) 的 左 极限 点 , 如 2 是 卫 
的 极限 点 ， 但 存在 e> 0, 使 Xt) 在 [a 一 sa) PARR. din D Bu 
左 极限 点 集 为 4， 并 令 吾 = ix) ORES, MAHAL 一 
8,5)C8 29 00 为 常数 ). 显然 ACC B. 但 另 方面 , 因 [5 — 6.0 必 会 
TE E BI XC. TEL B PARR: 不 能 含 于 同一 : 区 间 之 中 , 故 
BaF (a.a.0. ie B= (Gs). WS, FERRY RS 0. 
否则 , 存在 rER OH eR), HH POC [b — 6, BOE b, JERE 
EK 507290. 于 是 r+ 后 第 一 个 断 点 以 正 概 率 不 是 跳跃 点 , 此 如 上 述 
由 (1.6) 不 可 能 . && B 由 跳跃 点 构成 ;然而 由 4 RE. A 中 的 点 
BIEBER. Wk A4B=$, 从 而 A 二 $a, a. D. 

如 点 7 是 卫 的 极限 点 , YEA. 则 在 任 一 [8 一 e, bD PHE 
X33 d BERE A SHI 160 页 的 系 ]), 故 Y € P. 因而 得 证 


Di BB Bla. a. ). [| 
任意 固定 5250. 由 定理 4.1, 可 以 定义 
tu) -max(Y : Yxzs, YC D(a2), (4.1) 


BEI. na s MERE TERAGA A ES PRES, 
M $ nG070. ERMITE E DL dp dE Ca. DERE 
lim r, ol， 实际 上， 如 说 木然 BHAT EE te 


£d rtu) 


Pi lim re, D> lim zit, w=) >00, AF PiS =l, WE 


E EACH Trta} 


式 表 示 以 正 的 概率 在 [0 sj" eS ERG If. 此 不 可 能 . 
定义 xlr, w) —limzG. w). MWAHA sed, A PG =) 
一 0,， 则 说 质点 不 能 自 co* 连 续 地 ?” 流 人 有 穷 状态 . 不 久 可 证 , 对 满 
RO. DHO UR, HEERE Soc. 
d X—G.Ux0 ERRET E 的 齐 次 Borel 可 测 马 氏 过 程 ， 
。30。 | 


对 [0， cc) [E — FRR. 以 SES ER X eo dE GEO DOCB, j 
EE) 的 最 小 o- 代 数 . 称 随机 变量 COL oo PRSE BURT HE seo, 
GEDE Boo. A= Sco), > 
Big p= (At ACI. THE £20. ANCENE Bo. a). 
(4. 2) 
划 Ba Rb; 中 一 代数. 定义 Bp, -到 Bp. rp ARER 所， 
使 保持 和 区 与 补 集运 算 并 且 使 
A(x, a)€ I)—(Gc GE, o) € I). (CE). (4.3) 
a EBR], 如 (C1. 4) 成 立 , dm BG. DHE CWA ES Ca. a. dD 
则 在 8 5m RER: HHE BE oy, TER E. RRR OME 
Rob. A 
PB |a p) = Pap tB). (4. 4) 
下 面 引 理 4. 1 SEAR EAM. 
引 理 4.1 设 $ 为 随机 变量 , 满足 条 忻 : 
(i) 对 任意 5220, 120, o BAS (E> SE Bp. a, MA AL 
SANGA: 
GD FE T>0, a6, dip REE, 有 PilAr) <la. 
Ri E£«oo. 
证 AAC Boys 6LATC€ By us, ABRES 
PIG, & P, N GAD 一 | Pac CAD P Go) 
<1 — @ P(A), 
从 而 PA.) = {1 — a}, iB 
E£ 一 [r.c 94 
=f" PAE > sds 


=) 


<T PE > nT) 


aep 


MR 


-TYPROD«X 7 < %, 


a= 


= 315 


由 于 此 EE 任意 , M ES oo. E 
定理 42 WE Q Wi COL m B S=, WIXIEERE SORTA). 
Borel Wa Q SERE X — iret), ced}. d PGr(r)—o)) —0, 这 里 s 
zzo 任意 . 
证 n R—co. WAAR ERA rH Ca. a.) Mr — Ola. 
4}) 而 定理 显然 正确 . 
设 Raw, & pla Sinir, w=), 网 Po 过 59) 二 1， 
引进 随机 变量 
€, Co) —inf(t : rt, wk, TET, a)—00). (REE) 
(4. 55 
(如 右 方 括号 中 集 是 空 的 , WS Fe) = 二 00)， BEE P(5,—o052— 1. 
先 证 王 (名 一 oo) 一 1. MAR, Wi PCE «020720, HEDA 
—i€E, fli P,5,00)7-0. 由 于 (1.7)，(2.13) 成 立 . BEER PC, 
zer)—1l.fd 
Py CE) = Poco, goo. 
对 y, FH3m S5 Bc ek RD 4S 


PoE < 00) | PE = 1, < | ny, Pode) 
tg, oe D 


一 | Pass < oo P, (de), 
(ese 


因为 xp Paol, 故 由 上 式 得 Picos P 
o0)7»0, FEFE T7520. 070, 使 PEST e. BRIER R 
EE, 有 

P ESLT) SPST, 6— HT) 


= f nPE ETE, Pode) 

= P(e S TPO ST). 
A PGSD PST Ea, H PDST) <] -a EE). 
从 而 引 理 4.1 REGIE iili 的 定义 易 见 那 里 (i) 也 满足 ， 故 


得 Efco. 按 引 理 2.1 及 假设 ， 
limEc, C— E,0,) — $5— oo, 
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故 存在 NN， 使 

Eoy > 2E&,. (4. 6) 
另 一 方面 , ABRAM 

o, —inf(G : xG)—N), 

f, —infG + £0. ra) NT. 

a, -infG : £22, 4. cO=N-1), 

B,-infG sta, rG)—NTIDO((GCL10D. 
由 于 R<co, BU PQ«oo, foo, kl, 2. 0 —1. ORF 
Ele, BO G1, 2, 0 RI E C RM. 并 将 保留 区 间 调 去 
按 原 序 平移 , [E a 重合 于 6, 并 使 各 区 间 相 联 而 不 相交 ,所 得 为 
Qn 过 程 Xe = (ay GO £220) (2.79), PwC. w=NI=1. 用 
(2. B5 Mowe 显然 on <b. H Eor Eby, 此 与 (4. OF. BP 
(£,— 09) ]. 


x 
a, 
其 次 , 由 PG, < o S PG, < o] 775. 得 : 


已 (名 一 eco) 一 1] (EE). (4. 7) 
今 如 说 定理 不 真 , 即 对 某 so, A Pira) =)>, Me 
PETE RCE. HE Plerin) =, r) =k) >00, M PCR 000 
Piri, =, r()—R)20, HAG. DAR. a 
X4.1'* ms=o, WAH (à, PG2)2 —1. BE eC (2 时, z- 
集 H.—G: limz(s, w) 一 co 且 存 在 8 二 etw) 半 0 使 (t,t 十 E) 中 没 
有 飞跃 点 ) 是 空 集 . | 
证 RES M = N (4, = œ). 


反之 , 如 S< co, 由 下 面 的 系 7?.1, PFE QUEM E 4.2 
及 系 4.1 不 成 立 , KS 一 ce 是 不 可 能 “连续 ” 流 人 有 穿 状 态 的 充 要 
fk it. | a 


* 这 也 可 从 定理 3.2 TEC. 
an SAR RR PR 4.1 作 了 微小 但 必要 的 更 正 ， 一 一 编者 


. J3- 


2.5 一 般 忆 过 程 变换 为 Doob 过 程 


是 否 可 变 任 一 急 过 程 为 Boobh WH? 本 节 给 出 一 般 方法 ， 此 
时 名 不 变 而 转移 概率 的 变化 则 可 控制 得 很 小 * . 
定义 5.1 使 (1.6) 成 立 的 矩阵 Q 称 为 原子 的 ,如 满足 
PE =e =) =O G, jE KIA (5.1) 
SEC) tn 之 0) 具 有 性 质 ; 对 任 一 集 RCE, 不论 开 始 分 布 如 
fj. 存在 正 整 数 N(==N(w)), 使 
PEER, nzeN)—0 si 1. (5.2) 
称 @ 过 程 为 原子 的 , 如 已 是 原子 的 ;而 由 (5.1) 定 义 的 马 氏 链 
E. RAR OQ RAD RE. 
易 见 生 炎 过 程 是 原子 的 [1 ,第 113 X XJ. 
$3 X= (xe), 10) 8 RIA) AY Borel 可 测 齐 次 马 氏 过 程 ,rt 
ARP RRA RES WER. POL) 71, Ptr(t) 二 o0) 
=O, AC RMR n TIRA. 7;—limze" 是 5 后 的 第 一 个 飞 
RA. BR? eee. 
ES] WHE X={(7@). SPO RRTNH. A PGK 
oo)z-], M 
PO. Bla, | 0—C, (5.3) 


这 里 BE Bry. ss Bee e — H Bey, (020) Gf? DR BIG 
o- 代 数 , MC ARR CS REC. 
证 BRE OMRE cU. Quo = Ayo, Se E 
汤 - ang CE unis, FER ACB. uem, WI AC OP v. X 
CA, ci" SOM CAs edP ET Sri <p) 


* 参看 定理 .4 及 $8.2 的 证 明 . 
. 34 = 


Lex N FE JE, 


ttf E| a| S) | JE Zin 
B AGA, qn 于 是 Zp, 31 + HE S eas 由 [4, 定 理 4.3] 及 关于 
te” 的 强 马 氏 性 (4. 4). 得 

PG,B| s, ,Y= limP (0, Bla, oo) 

—limP p (8). (5. 4) 

任意 取 实 数 a0, $ ASG: P,(9.8)>a), 由 (5.4) 

Pewi POB lay) >a) 

=P (w: FENN), E nN 时, GP € A). 

PRT Ce G=, 1, 2, "0E Q BERRIB ALD IC. 开始 分 
fü n-PGG-0G20.HBmBTH 

Pw: PG,Bl a, , 22700—0 sk 1. 
由 于 a 为 任 一 正 数 ， 故 以 概率 1 

PCB si, , HCO» 
这 里 C0) 表 一 常数 , 它 可 能 依赖 于 4， 更 精确 些 , 可 能 依赖 于 开 
hà 4rd rn—PGGO-0G€E). 利用 马 氏 链 理 论 中 下 列 简 单 事 
实 ; 设 tz) 为 马 氏 链 , 了 为 实 值 函 数 ， 如 对 任意 开始 分 布 ， 太 rr) 
当 ?一 ce 时 以 概率 1 收 化 于 常数 。 则 紫 常 数 与 开始 分 布 无 关 ， 因 
此 ,在 此 事实 中 取 carl), fled m P. (8.B), ME COS g 


[人 he 


Ca. id 


XX. a 
现在 进一步 设 久 满足 61.7? 而 且 Roo, MEREEN 
eno XBBS—T ERA, (5. 5) 
i" —infG : £z. ran); (5. 6) 
如 c.i, A BBR, WS 
ra 为 Bw AEA RRA., (5.7) 
fl Sinf ht rr rn). (5. 8) 


此 外 , 令 BIOS BP RERB RUHK GS. 
Xp QUITE X= (a), 20) HT CO. B89) 变换 后 ,所 得 过 
程 记 为 X oi(n.:£0). 
定理 52 Roo. WX, HO, VOOM. Have 
Qf? , ui? , n, o S C3. 14). 
证 ”为 证 此 只 需要 证 明 下 询 结 论 ; 
(对 一 切 n, m—1. 2.77, POP co)-1; 
《ii 对 任意 固定 的 el, xnl. 2, sr IR] A. 
TE eU —PGCODO-0gigG. 149; 
Gi) SHER BER 71, 随机 变量 族 
Cr ( BR): (Bo. — BRA —0,1,2,70 (BR = BE 
不 依赖 于 随机 变量 族 
GrP BP. j=0, 1, 0+, m—1; &—0, 1, 2, 7. 
如 果 这 些 结论 得 以 证 明 , 则 由 于 X, 的 密度 矩阵 是 QOGXHI Q 
中 元 的 概率 意义 (2. 100, C2. 11) 推 出 ) ,而 且 在 飞 妈 点 上 的 分 布 为 
Pr (SP ) iu" Odin) AEE, VO 
(一 《tiii》 的 证 明 分 成 四 步 ; 
(A) fH R«oo, FFE 5-0 RICE, 使 
PP «oo)mP «s, rs) So) > 0. (5.9) 
AA. 7) BTL * ZEE T 790, o> 0, 使 对 任 一 EE, 有 PIC(SIP CT 
sea. STATE S| E 4.1 立 得 ERP «oo, BUR POllo0) —1. > 
Gy, war PP QD) +t, w), 1270, 由 关于 BD 的 强 马 氏 性 ， 
它 也 是 OB. 仿 (5.6) 对 此 y, oA BP ICH BÍ? Con, 
则 由 上 知 POR C) oo) — 1. FEA BP? Con =P Go) + B? Go) 
得 P(RP<co)=1. 如 此 继续 , HUE PCR o0) =l lme. BE 
Reni, BUSCO SB Qo. BGS aZ IER. 
(BAe nC). 令 n0. RB =r (BP D, 并 于 定理 


* Rib, 由 5.9) 至 少 有 一 jc EB PII o0. Hp Roe Pee) 
T0. MAT. af Posi STO Zea. 于 是 PSSM ZR POP STO ee. 


a 36524 


5.1 中 令 (d= 8 w, (一 2，3，…)， 得 知 诸 事 件 

6, B, GB =i) G=0, lsons n) 
与 Pro. «> BR SE PER vr FERIAS STE Ce BP m D jm .i—0.1, 
en REZIL. AAT ax tm 之 1) 相互 独 宁 . 再 在 定理 5.1 
mau a= 0.£00 = B17 GO £C) = BI? Co + A E 
9. B= GP) — 0,8, B, — GG) 二 让-… 有 相同 的 概率 . 

(COR BE GID ST a OR. ARTE CB). Baari Bm. È 
—0, 1,2, 05 Boo. H R oR ae. 对 任 二 组 整数 k 之 站 ,过 
«X ECCE A 

Cr =a. m rM) S iai Bore aa m, 
mU. tts BEL Brn, te) 
=0. B, 
其 中 B= Cr (BR 一 站 CR 一 
5 一 
后 仿 (CB) 利 用 定理 5. 1 即 可 . 

(DHE GO, Gi), Gil) "PR AE n GR 10H. 只 要 证 

PBP < oo) = 1 BPA. dn vi? = PG (SI?»? = 1) > 0, Wl CAD 


EB) B PEP « o5) — ^ Sa — i)" = 1m? —0, IW 


nd 


&C D, fli ui? > 0, FR PCBI? < 00) = vfen + Xa — ven) 


amọ 


二 1. 然后 利用 (A) 中 之 方法 得 证 PCB <20) — 1, GZRD. 故 
(i) 完全 得 证 . 为 完全 TEAC). Gil), REACER 1 Re; 
最 后 , 注意 Batt a rea Gs w)o rut, D. ag Cul”) fg AE C3. 140. 

对 于 R<, S= Q, MAM FH Q WHA Doob 过 
E. RO. —0. 8. > 


n AX ABT EK, (5. 10) 
ai? sinf U : zc. t A RRR, cO RD, (5.11) 
tT, Ae” JRA ERA, (5.12) 
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az —inf(r: Tn t AKEE, rSn), (5.13) 
WASP. > ae A eL ARR & TS BEER. 

Xt QE X MirCG. om") 变 换 后 ,所 得 过 程 也 记 为 天 ,二 
irat), 120}. 

EE 5.3 1 Raw, Saco, M X,— {r ceo} Ga, l 
AR AE BO RQ. Sate. 其 中 A OI Pee, 
SO? ) 满 足 53.8). 

证 4570. 和 使 P(r 二 s) 半 0. 由 定理 4.2. PCr Or) eos 
1, 这 里 c, 是 * 以 前 的 最 后 一 个 飞 既 点 . WEEE, fi PC 
Terko =p = Pin s rGO-—40200. 从 而 

Pia aoo EPn, Cr 一 站 人 0 
故 得 到 了 与 65, 9 类 似 的 式 子 ,然后 只 要 逐 句 重复 上 定理 的 证 明 
至 5D) 以 前 ， 并 作 显 然 的 改变 即 可 . u 


2.6 S<ooht O 过程 的 构造 


[E ze £E— 3 EE C1. HQ. [E Roo, 考虑 方程 组 53. 140. Œ 

意 给 定 uj. OVP «Ll, DU ol HE RSE SUD QUID. ee, ER 

出 ， 则 任意 给 定 DV. Oe Ll 后 , BME MesE QUT. ew, 

uU. BER UB — XJ Co COS fia (o. Blu mu», 

可 唯一 决定 (3. 140 B9 — 2H SE. 为 使 此 组 解 中 每 (wy? ，… vr 

1, 2, 2] E — BUR A. 不 难看 出 , 充 要 条 件 是 (wv) 满足 条 件 
ly, 220, 


Un. C2 Zap) 
oe ej GGzD. (6. DD 


由 定理 5.200, 3r 18 
引 理 6.1 RAB QuTX-irG.00.4 Roo, WI 
Fill Cu.) 
m=P e fi =n) nel (6. 2) 
a 38-5 


Lene 


满足 (6. 1). 

AAP, UFE Roo, Scion, 

重要 的 是 ,以 后 会 证 明 : 设 已 给 满足 56. D REAL Go We 
E QUE X=(a() 120), 满足 (6.2)，, 而 且 此 过 程 是 唯一 的 ”. 
为 此 要 作 相 当 准 备 . 

设 已 给 一 列 满足 46.1)7 的 (ww), ERE 142 88 — 2B fi 2 
CVO), VP = CS, oer, u. 由 引 理 3.4, WER, S, 
P)kfg—30Q. VOB X= fo). G0). Gl), HA 

Bom Cru. aD au. w) Cnm), (6. 3) 
MBS, Wa, 20.250 Bd: COP 7 (a0, BU Cw) AE BR Is Bp 
r,t, w) tO, ce I. Bin T FG. DG. OME X,OE 
X. HB 


[UT AX, 的 第 一 个 飞跃 点 ， (6. 4) 

Bt 7 inf tt : ceri, x GG) Ims 6.5) 

nm X Bem T xls s (6. 6) 

Be Sines lel, nm). (6. 7) 
id 

c? X c BIS (6. 8) 

oP yc EHSAS AAOS. (6.9) 


先 考 虑 一 特殊 情况 , Mala Selb, 此 tw) 所 决定 的 
(3. 14) 的 解 记 为 (x"), 显然 
| gU = CP yg Ms MEM I= CO, 7.0, 1). (6.10) 
3]38 6.2. HQ, eX. SE OR AE A Pai 
的 ; 的 个 数 ， 则 
Efe DPC < inm = Lupo 6D 


证 EX 也 一 | 或 0， a ae eee tig miu. 则 Renn = 


* 有 相合 转移 概率 的 Q 过 程 算 作 同一 多 过 程 . 见 2. 1 节 . 
* 33 a 


ME 一 Mgr «Br. FE PCB < BI) = a — 
Cmo) 5» BKHIC2. 162 得 
Gom) — V — ao tlt _ = 
Eé = 20 SM = = VM E 
XpOQ, n ORDER X= ira), £280), 定义 

TO @ — BI Go) —(" Go) (nr), (8.12) 
TO OR A ri” 算 起 , 初次 到 达 7 的 时 间 . 注意 PG GOD =n) 
=1, fk ET" BE AAA n BAK, Biko i WA Bn" MRE 
To 质点 初次 到 达 7 的 平均 时 间 , 因此 , 它 不 超过 在 “ 自 nn 出 发 ， 
到 达 c 后 “连续 地 " 回 到 有 穷 状 态 ?" 的 条 件 下 ， 些 时间 的 平均 值 
Dh ee ACD). 此 直观 上 显然 正确 的 事实 可 如 下 严格 证 明 . 


二 7 十 1 


引 理 6.3 对 (Q, ORB. ETOO Dla <S a>r 
tort 


0). 
证 首先 注意 一 简单 事实 : 设 有 差分 方程 
A b, 
ge) p, Ip, 
(On ERN), (6. 13) 
其 中 ea bus a 770, 5,720, OexzcoCli] e—oo, Wi eot 
0), dE VI B AR E 7,—0. DyscloSo) FS MiP wD, Su, 
5 DS), M APEZ onsen). 
SUS RRM OQ, ro) 过 程 自 z 出 发 初次 回 到 ;一 1 的 平均 
时 间 , 则 象 导出 (2, 122 — RE 48 
f= a«me — Gao 


€i 


RAS HEALD. sing fuu. M 


= d) 


eu =< 


故 即 能 证 Fue. Wd 6.155 X (2. 22 3E (8 PF, x es 而 
« Xx Dass. 


为 证 fames REND An. US BAR BEA 
xk » 的 平均 时 间 , 但 当 到 达 N 时 , 立刻 回 到 n CHOR de, TE” 
为 对 (@, z) 过 程 ， 自 大 出 发 初次 到 达 含 二 点 之 集 {a，N} 的 平均 
时 间 ) ;而 Z 表示 对 Qv- 过 程 [ 见 (2.7)] 自 & 出 发 初次 到 达 ， 的 
平均 时 间 . BM PY IS CPN) (n SSN) 4 BL EE C132, Ye 
=o CURRED — 0. Pys ER PM =0, Vue 


|>) 下 的 解 , 故 由 上 述 事实 ACO. Bgm fuss 
eon “1 teu N> EË PRIN Wa. 12/»]. üt 
Fari Senet | 
IHE s,，0<esco， 考 虑 函数 
f(cm=ax, W Ore; =e, Hole. (5. 16) 


RECORRE ABE ce OCD OOK BELTS. DUE UG ELO) 
-la-e. 特别 ， Ef. - 1. 


HQ- A OPER n>, ER 
TEPC) = D> Fr w) — we), (86.10 
eru eg ry 
特别 ， TE STU? 直觉 地 说 ， To. xX") 过 程 ,= {r,l}, t= 
01} 的 常数 区 间 如 下 变形 : 如 其 长 不 小 于 e. WS HARKEN 
e£, WE pF e. 则 保留 不 变 . FETO GRE [TI (D. Bin 7 (92) 
中 变形 后 的 区 间 的 总 长 . 
SIE 6.4. HQ, eA ORE, 
ater Mace. MEE 


Qai] 


证 (Q, à "o TR e DICIRL SE SR E SEJEJE «CHE IHE E DS 
-41° 


Ef. Go Lec. 10)]. 然后 重复 引 理 6.3 的 证 明 ， 


pias, og a eso gl eco gis. I 
Cr ds a, 


由 于 (6.3)， 对 固定 £290. ATO WI STS (aD, S 
Tlw) = limi" ” (e). 
31 6.5 BQ, D., limET.=0;PUimT,=0)=1. 
et E =l) 


Wd ETH? <S M ae) 
二 一 | LH, 

十 Y bb, mh] — eterne!) 

per 


2S5 «00, 
得 ET SSe limET,«limS,—0. XA Tw XT e 的 单调 性 ， 存 
Elim. —T (0) 220. 根据 积分 单调 定理 ET =limET.=0, 从 


Qaa, ttt ga, Girl 


ig PCOD—0)—1. | 
44 
Bem) ae pnm aw) . an pom (a) « BP"? (a) ， 
Lo (ew) = 
0, 如 Bim Cw) Bi" Co). 
(6. 17°) 


BD) LZ REC. AX, 18 X, Ip. ELE, Bin THREE E 
KAZAK. 由 (6. 3) 可 见 
SLE (we) s 3L, Aw), 


f=] 
故 存 在 Lelo) = lim SOLE). 
ae tee] 
引 理 6.6 FQ, eR, lim EL, =0,PCim£,,=0)=1. 
证 WY CQ? ERR OX = (2) 0} PE. BE ar 
不 依赖 “于 事件 (8 < 而且 AO Hol MGS 1, 2, 2 


s BD EM o RECS rin ca), (Bp ec 0 独立， 
. 42 


同 分 布 ， 故 由 引 理 6.2 及 cU ry. TF 
Y EL? 一 MEQmT Lee | gen m <P My PC Bin m «gr ny 
i=1 i-1 

一 DEC” — cin Pin mou Br» 


一 ER m — cim) SIPC” < Bro» 


= 


(6. 18°) 


= E(B m — Ti") z . 
再 由 引 理 6.3 (2.22.02. 45, 经 简单 计算 后 


S ELS « > «y po 
zn 


aydaa aei 


b-etl m 是 一 四 
(6.19) 
注意 xz 一 AR 一 oo M LU S< oo, dk 
À ° , ge Ce ua s i 
lim EL, = lim | lim X) ELS) = 0. 
motum mtem und t=1 
再 由 L.GDZRL. Go BIS PCim L,—0) — 1. i 


Hi(6. 7) (06.3), BPR BOM SA w), MER 
BO (a) = lim Bi " (e). EE X. Pilimp =09)=1 (nzz1), BE 
然 BPO (o) xL BD Con, HAF 

PlimB 00) =]. (6. 20) 

以 下 * 几 平一 切 :" 系 对 Lebesgue 测度 而 言 . 

定理 6.1 以 概率 1, (Q, xr”) 过程 的 样本 函数 zt, 24 n 
oo tht Xf JLE 9] : d Sk. 

证 除去 一 0 测度 集 后 , 可 设 对 每 一 €, Gs; o), 在 和 性 
一 有 限 区 间 中 只 有 有 报 多 个 上 上 区间 (ka 六 0, (CE). Ing ze BE 
f x. om) 为 常数 的 区 人 间 ，, 而 且 每 区 间 平 移 的 距离 不 大 于 e, 则 在 
to, Bi Ga) rh. fia. ORE xu GS. Oem A e ERR, 
区 间 的 总 长 不 超过 +TP (aD etl iw). BE B. HG nml 

. d3* 


(C. 由 于 BI GOZeBi "Coo, 得 
LG : € [0. Bw), x, GG. oru. w)) 
SCL Co) ET i, Co). (6.21) 
4 Qm GG ET, Go) 0) G— 000, FS) FE 6.5.6.6 HPQ) 
=1. BEEN, C6. 21) x, GG. eoa, C2) E00. BE? dof 
TK BE ZW. 故 存 在 一 列 yoo, fz, COFELO. BY RPL 
平一 切 wR. PEKKA a AF Doob 过 程 的 相 空 间 为 E. 
故 存 在 M € E. (Ë r, GO MUo). 由 于 下 离散 ,有 正 整 数 N， 
使 
iy (to 一 M UN). (6. 22) 
今 证 存在 正 整 数 N, BB n>N e 2. = M. Air GOK 
Sx. 因为 ， 否 则 必 存 在 一 列 moo, 使 
TQ UD TM. 
由 此 式 及 (6. 220. 并 根据 gu Gn Gs o0 — x0, 02. BIA TELO, 
tu] Ps xu Go e 2583 T MR, 此 与 证 明 开 始 时 所 说 
ATE. 
于 是 得 证 在 [90， 8 °C) rp. EAER: S koo Rp 
E [0, AO Cw)) 中 也 成 立 ; 同 样 得 证 在 [0，PBi*(w)) 中 成 立 ; 再 由 
(6. 20) 即 得 证 定理 . 
4 X RE TA. NO. 14) ÉS E — dE f SE V0 — Qui, nes, 
uO), nel. 下 面 看 到 , EIE., VORA A oT. (Qu n7 
过 程 列 将 在 一 定 意义 下 起 控制 作用 ， 
定理 6.2 以 概率 1.10 VO ORBEA RH zt, n 
一 co 时 对 几乎 一 切 : Weak. 
证 ”如 能 证 引 理 6.5 RE EMCO, V" )spRI AR SE, 则 只 需 
逐 字 重复 定理 6. 1 的 证 明 即 可 . 
fo OQ. eA XL (D. The? wd BR. AQ, 
V pt eo XY IS w), Teo SF, AFR Ett — i BEER DL 
IK BY. 
与 推导 (6. 18) 同 样 , 得 
+ dde 


E( DIEZ) = Edi amm o SPB Be. 


i=l 
(6. 23) 
然而 


PCRS me Be Oy = > PCR m) Bi m |n, CB my 
fn 


. 2 
C=1. + dd 


= dj = lssi — 1} Pr BO) dj = le? — 1) 


一 > N O caD Pa An =d; j=1, m i1) 
dos] 
diel, ea 


< (1 T Lc + 


DPMS < Be Hag Mace t= * _. (620 


如 果 能 够 证 明 下 列 直觉 上 显然 正确 的 事实 ， RAC, UN 
2) 中 的 状态 出 发 ,每 当 到 达 cc 时 ,就 立即 加 到 (0，…，, n), 这 样 运 
动 直到 初次 " 到达 (0; eo, nM RAE RT), HA FE SR n 
HA. 每 当 到 达 吕 时 ,立即 回 到 nn， 如 是 运动 直到 初次 到 达 人 (0， 
19) 的 平均 时 间 . MAS. BP 
ECB tm MEE mum, (6. 25) 
则 由 (6. 232— (6. 25) 3r f& 


E( Ee) < Bue — 7) —— —, (6. 26) 


i Xo Xa 
M. rmi C6. 18' ) 对 (Q， VO REA. 故 引 理 6. 6 对 (Q, VORB 
也 正确 ， 

为 严格 证 明寺 列 事实 , 用 联结 基本 事件 空间 的 技巧 呈 rR?， 
Ha 0, CHA LANE SX OQ, x") 过 程 及 一 列 独立 随机 变量 
CysCw)), 有 相间 的 分 布 P. Cy, C9) — i) = ui G=0, 7, m). HECQ, 

A 过程 的 样本 一 数 自 第 一 个 飞跃 点 起 至 初次 出 现状 态 yoh 


* BB (0, +, mm} 出发, RU APER IB BICO, oe, me) 的 时 间 为 0. 
-= OU SEA 11 篇 中 文献 f4, 第 7 页 ] 一 -编者 


"dh 


时 刻 止 的 那 一 段 抛 去 , AHA — WEG CBI HR y Go? BH Xn 
的 第 一 飞跃 点 ) 起 至 以 后 初次 出 现状 态 ytw) 的 时 刻 * 止 的 那 一 段 
foe. SS. AP BIRO, VOU. Amo, 
VU) BRA FQ. CORRS HH. 对 此 二 过 程 . 易 见 对 几乎 一 
Howe, 有 

BiU Ca r (Gan BTo Ce t" (9, 
其 至 更 一 般 地 有 

TT (a) 
因而 得 证 (6.25), FER Tic" (aD TI" "Qo T od ST GS. 由 
T ET,—00-0). PüimT,20 —1, 即 知 引 理 6.5 SCO, Vi at 
程 成 立 . 

以 了 WAR CQ VOOR AR BR. hE 6.2. XIILSE 

— Jl «e. 存在 LiLebesgue)0 WE TL. 34$ 2€ T, Bf. rG, ORE 
X. HEX 

x, w)—05.t€ T,, (6. 27) 
从 而 以 概率 1, ra, DEC lO, OAM. BO. VUE 
X,— (2,04). 2220} Borel ap il, Ex xp re E, CG, wir, w= 
DCBAXF, XH Z ERLO, oo) rf Borel RK, MAX KW e 
示 BXF 关于 LXP 的 完全 化 5 代数 ， 因 此 

(G, w) tr, w=) E EX, 
由 定理 6.2, LO: et, 9)—09) —0 XJ JLSE — E e 成 立 , 故 由 Fu- 
bini 定理 , 存在 工 测 度 为 0 的 集 了 , dB cC T 时 ， 

P(m: x(t, a) =)=. (6. 28) 
试 证 (6. 28) 对 一 切 cE [ 0, 00) 成 立 . 

实际 上 , 由 (6. 3) 可 见 对 ec 0 kH n | 

xt, =T t a), rlw), (6. 29) 
这 里 r= REA MRA. 由 此 易 见 

POGOG)-i|x(0-—DZze "8-1 G0), (8. 30) 


" 易 见 这 些 时 刻 以 概率 108 57. 
s dh 


而 且 对 任意 给 定 的 :>>0, 97-0, 存在 070, WE eca 时 ,下 二 式 成 
jap 
{Ptr) co [x COO) =. rte) — 0) 
— Prt) o00[rle)=1)|<y, (6. 31) 
|P Crt} z5co |x(e) =i} 
—P(x(G-—e)co|xz(0)—2 |<, (6. 32) 
只 要 用 到 的 条 件 概率 有 意义 . HET. 有 
PGxrG)—j|z(00 = DP = 70) =i,r(e)=7) 
* Pérte)—i|r(00—D, (6.332 
PG) 35 co|x(0) = D = SIPGU) = Flr) — D 


z Plr) = i |r = DP ilr zx co|r(0) 
=i, xke) = i). . (6. 34) 
SIA LO0-—0.0€T. RM 790. 存在 和 ,使 :一 ET, 同时 使 
(6. 310,6. 32) 对 成立, MA Pirla silar 于 
是 由 (6. 34) 3r f$ Pla (Oeo [z(CO0 — D25 (01 —:000—2:D. Hy AY 
任意 性 , P(x) oo |x(00—D—1. x PG —o9) —0. E 
定理 6.3 G) X=ira), (20) E Q H; (ii) 以 PPOR 
P,ORMR(Q., VW") 过 程 X, 以 及 X HEBER, 则 lmP# @) 
=P). 
证 REE X= (2x), (SRT EE SERE. Mh (6. 29) 
及 (2. 10).(2. TD 3E AE RE Q iE. BREKAS EE. 由 上 
WP (ce wo) 20 及 定理 6.2, 对 任 一 组 Oxtt «t n <y,, 
BS LIBI EE CC. m GOD, ors xL 00 24 n— colt LAE 1 收敛 于 
(xt) orig) s zt Bed fk pt i Bp 


hmP(x,G)0-i, ME xí =i) 


—Pr(n-iü, t xit) Sig) a C6. 35) 
由 此 式 并 利用 X S= (6G. 00) ERR RAE, Ma X— 
ic@) O0 HBJIETEIX S E ERR. Ti Elim Pip = PO. | 


WB OX—i4rG £260) 自然 地 称 为 (Q, TY) 过 程 ， 其 中 了 一 
= 47s 


tv) 是 满 是 C66.1) 的 任 一 序列 ， 回 忆 (5. 60. 有 
定理 6.4 (Q, VOOR X— (G0, ewe 
PO CB! anu, (need) (6. 36) 
的 唯一 Q rg. 
iE EQ, WV) 过 程 满足 (6. 36). EO, ir, tu Qi 
22 1)42 03. 14) AE — 4b $586. RI FH eiit ec 一 ci 用 归 
纳 法 易 见 


OE = EI, (6. 37) 
Cin M Bete. 
by n=l, 2, ce, 20, 1, 0, al. > eC, Vi A= 
lax, G2, 220}. Seat EH Co. so sg X 1*7. AE 30 B^ x 
Bvt, Go. FREH, URFA 
lim fi" D —,. 7 
lima, (A ™y=a( fi"). 


根据 {6. 37) 得 
Pats) 


inc) 
v, 


n) = limP(z,(Bt^") =n) 
kore 
= lim P (zr, GQ7 ^) =n) 


= lim 


itm S (Dc 
Nye 


了 一 
=v" = (a eo). 


wu XS (ze). 10) WAH C6. 36) 的 可 分 .Borel 可 测 
HOD, WES, 了 ) 过 程 有 相同 的 转移 概率 ,实际 上 ， 利 用 
(5.5)—(5. 8) Xf. X XE X. (cr... PED, mel, 并 对 它 进行 C Ge. 

SO ARK, 由 定理 5.2, 所 得 过 程 X, EVA. WC. 36), 
vi? =u 根据 定理 6.3, 它们 的 转移 概率 r ORATIO, VOI 
—— PG). 

里 48 * 


另 方面 ,可 证 对 任意 固定 的 上 之 0， Pimz,G)—20)-1, 
从 而 PIP +P), (POR X MABAO, 于 是 P= 
Pit). 为 证 此 ，, 令 

SíP(o)esQ ELO, b], c E& TG, w) 的 飞跃 点 )， 
SdH EO, of, eC. =r), 
则 由 定理 4.1 及 [1, 3& 160 P038 ) 以 概率 1, SP Co) dE L 测度 为 0 
的 闭 集 , REPRO, 6] = StPC UL) Ste), SL HERR 1. 


DILAS (wd) = b. (6. 38) 


根据 x. w) 的 定义 ,在 [0, #5 中 , EENAA Ta. o) BOSE MF 
SP (o), ixZn WE HF 

Xt 0) = rH T”, w), t € [0, b]. (6. 39) 
RE OEA GO. OPM a. wet, ALO, bo PAM 
SRA BK. 故 

(a) SD} LSM (wd), 2 € [0.5]. 


ista~+] 


due 
HH C6. 38) 4% lime! (o) sz lim $5 LOSP w) = 0. 由 此 及 (6. 39) 
nee nom 1 
dax 


fU. Pima, G, D —zG, 的) 一] 对 任 一 固定 点 +€ [0, OM 
v. 因为 1 以 概率 1 Esc, o), s20 的 连续 点 . 由 上 >0 的 任意 
TE BD 48 Ep gc ur. | 

总 结 以 上 主要 结果 , 得 

基本 定理 1 RECATA, Borel TW OMB X— lra), t 
220}, W RA, S0, MERA C) 

w= PGOGI?)—n2). nzl (6. 40) 

Wi iE OE C. 1). 

GO Zr. WEB Of Roo. S« oo, WEB IE C. DUE 
BY (050, TETEWE— H Q LEE X — (xt) 4:20), EG A00 Mar. E 
的 转移 概率 PG) — lim PI? GO, 这 里 PP OBO, Vm) 过 程 的 
Re TE WORK, qj V m Qu. um, n, ) 是 (3.14) 在 条 件 vi — v, 

» {Qa 


Tos. nz]. 
实际 上 , 由 引 理 6.1 £8 CO GONNA SH 6.3 及 6.4 推出 . 


2.7 方程 组 的 非 负 解 与 结果 的 深化 


EW 2. 6 中 结果 的 深化 有 待 于 对 方程 组 (3.14) 的 非 负 解 的 研 
Jb. 本 节 中 首先 求 出 (3.14) 的 全 部 非 负 解 , 然后 应 用 此 结果 来 进 
—PAIB SRO ME. WPI Roo. 令 

eo Suc, $, = Ue, A, = R, + S. 

3|38 7.1 EVO Ho, a uM) Gal) EG. 14) f dE fA 
RE. lima =p (So, img (220); p -q— 1; MBHR? ut 
—1ZEDH[.g-—1. p=0. 

证 改写 (3.14) 为 


t 

- 1) Eai 一 

i7? =v] 1— =v Dei a (m0, l, s 2-1), 
Zal E, x—z 

inel) oy tm) fa~ {Sat Ed (atu ati 
ven? map op E 2) as uu D 
n nci 

Syn = Stare =a, 

i-o i=0 


21) Ya z 
HAO = Sem +o. a — 1] — eins T, 由 


Li Z 一 Rm, 
(3. 14) 及 (6.37) 经 简单 计算 后 得 


ing 
Revi o K, UV Cro 


"Lu" ~ A, + pus 


ae TA p, OS pl. etn 至 十 于 一 1， el bas OX<g<1, pol. 


Mov =n), A RS 0, g=1. R22. g=1, DL 


» 50 * 


GED.R,—0. H e4720. Moi 2-0 Gn. Hifi v —1 zl. 
i 

a 7.2. HV, nll 403.14) BE dE fa HE. 如 存在 点 使 

ob m1. m. Boot. MCOUf? 290 Creek); Givi? /vj? AAR 


vit! 


dl F n> max lj £22: Gu fE E — 3€ 07, 70. 并 令 r= nfi 
k 
orz-maxCi,22). Ml 
0x 32 PES (7. 2) 
memo 
证 Hp, =, of), oP — (0, 0, DOSA), A c7- 18 
w=0, —HU)lnj G=0.1, ++, &-1). (7.3) 


特别 ， yj, j*k—1. 由 假定 vel. 2u =], üt 
vu Dog, HO. 1) 得 证 0), ER n2 m2»2maxtj, A), mC6. 37218 


pi"? = ae 


uu " "E WANG). A 05790 m — 9] 5.20. 故 得 


《7. 2 中 前 一 不 等 式 ， 取 nk, HO. 3) oP ta eee P= B 
户 的 定 交 及 ii) 与 (6.37)? 得 


n" 
(ebb? 

ye Emo LESE 

一 lime 上 上 . Us 

pc nm gp PET 

niu ^ 40 
wey 十 ( 3: uf €i. 441] C11. 0 
iml 


+1) 


vi^ 
一 lim ET > Y ) 
Mig a+ at 
vi De | i. 13 


sco P. vit cauaa 
因由 (7. 3)， n=O, ih. "T 
= r (ujt Deio 十 uiti eL . ) 
Durie = prani FIND tins «eo. a 


jET.1 psg RHR VO — (oj 0S jc HE RE. UR 
. bl 


— RAT pog VO = (iP 0S fn) E — RE. 而 分 布 列 
VO, nl) RRA O =", Ae DE HE. 

定理 7.1" AEON, e, Ul Ce DD E G 140 f] — dE fA 
解 ， 充 要 条 件 是 存在 非 负 数 p.a. ro n20, 满足 关系 式 


ptq=l, (7.4) 
o< 2 1 rice con. 如 p2»0, (7.5) 
r,—0 (n2z0)0, 如 po, C. 6) 
REM, V DO XO 
WP =X, Q0. nD, (7.7) 
SO rc 
vm =Y, +X, a» (7.8) 


AKUBUOxA— renco, 而 


X pA 2-2.) 
"C pA,te—z,)+¢A,z’ 
Y qo (7. 9) 


"TPA n T gA 
此 时 p. 9g 被 唯一 决定 , M r nO NR A A A T aha E e 
€. 

证 充分 性 设 已 给 满足 {7.4) 一 {7.6) 的 pp， Gs nS 如 Pp 
0, Bio C7. 79.07. BP, eee, oh, ut) — (0, ee Oe Dam 
1; ERREG. 14) 的 一 非 负 解 . 如 poe. HOT OR 


4 一 4sacorin 一 | Yn (1 一 carlyayy (7.105 


r=0 


Anz Ags (7. 11) 


* 如 理解 ABO, Boo SE BARR. boh EC SERRE 
出 的 概率 ， 则 不 难 理解 本 定理 的 概率 意 立 . 


++ dst =o. 


+ 525 


可 见 0«A.«-oo, O«CX,«ee. C7. 7.07. R216), 有 


atl 


X 
Ree Raat en (7.12) 
由 (7. OB «ta, =A, Ts, 利用 区 十 加 一 1 及 (2.16) 
X, Xn | X. ， 
AG =A | LA, HY aed] UL 07.12) 
n a+] n+ | 
PS FAA DA jG = 0, 1,…, — 1), 并 利用 
C7. 70,07. 8) 得 
atl 
ym urto vt Dc 
/之 
(j—0, ls c7. tm 1). (7. 13) 
n n+l 
B (C. 7).07.8) A S en = Soe? = 1K ID & e, =1 GX 
j=0 mr 
n), 
wu Ue ER (nm 十 二 
yt I1— Doe a” Um Ca ， (7. 14) 
= SC 
Pp 
因而 充分 性 证 完 . 


OEE S ” 设 已 给 (3.14) 的 一 非 负 解 C2 e, y, um). X 
引 理 7.1 中 的 p,q, ERTA p —0, 则 取 +, 二 0(n 实 1) 而 结论 显然 
正确 ;否则 由 引 理 7. 1 必 存 在 (这 0) 使 满足 引 理 7.2 的 条 件 ， 于 
是 如 引 理 7?,2 EM rl). 由 此 二 可 理 知 (7.4) 一 (7.6) 满 足 ， 
下 证 (7?.7)、(7. DORA. 为 此 定义 


(ay 一 
J 


(j—0, l, ta n—1): 


M uim 


uy = Y, + X, A ' 


H 


Tj 
" A, 


(7. 15) 


其 中 A Qu rile 0, 而 X, Y. 由 (7.9) 给 出 . 由 充分 性 之 证 知 


*53* 


Qi, tm a. aD OCHZED EGG. 14) BE f E, du TEC”. 
P= Cal, n unm. ASHE 
UU =a? Cael). (7. 16) 
注意 ,如 ms， 则 由 (7. 348 ah =] Sul? BRULBTCOT.O 16) HEEL. BK 
只 要 对 al 证明 57,16). 对 n 用 归纳 法 , 经 过 一 些 计 算 后 ， 
可 证 


ui =p} (niek+l1}, (7.17) 
TITIO = a ei coo dp 


[1— Sun) ju e-hn-$ ui) fu, Bl 1 一 Xu -i- 


Sun. Bu = Su? = 1A ui? = 0% 一 0 对 一 gii 


imk iwi 


上 成 立 ， 帮 得 证 u” =P, nk +L 

E- ” 今 设 有 二 绷 满 足 (7.4) 一 (7.6) 的 非 负 数 ps gerun 
Z0. 及 ps gs rar 20, 均 使 已 给 非 负 解 (uJ? ，… ,wv ) 能 表示 成 
《7.7) 7-0. 90 ETE S. Mw — 1OQIZRD, Bl oj? —0Qzl, PD, 
则 由 (7. DES-0 的 协定 知 p—p5-—0.7,—r.-0.g—q-1. WF 
TE k [B ví? =H 1, iL. viU 1. SR CT. 70.07. 0 CT. 0 8L p> 
0, X, >00, AS 于 是 由 (7?.7)、(?. 8)， 


n-1 
(ni 
Ug Cao Cho 
&—6 


i Oo 
-ey 
ute, 人 ren 十 X Am 
ines 
= 2 p, acm oo). 
A, 十 TA 


FHE, LAJ EN KRF, 故 户 一 方 , 由 (7.4) 得 9 一 9 其 次 ， 
当 pack it, HUT o" 等 于 0 而 由 (7.7) 得 -一 0 一 六 既然 vn 
0, E r0, r0, 于 是 由 (7.7) 得 知 对 7， 有 

E 54 r1 


rn=y /uj? =r; r (nZ»max(j, k)), [| 

考虑 任 一 可 分 Borel 可 测 Q WR X= {ru), t20}. ART Br 

述 , B4 C6. 40) 5E MA (o RECS. 140 — 3E A RE Qo! PD, a 

l1 GE Ui gue, o =P, jo0, n ns nZ DS 通过 定 
F8 7.1. 它 给 出 一 列 非 负数 ps gs ra nl 

5X 7.1 Bp gp ronel} Q HE X—irG. Some 
征 数列 . 

综合 定理 7. 1 与 基本 定理 1， 立 得 

基本 定理 2 (i) 设 已 给 可 分 Borel TWO MH X — (00st 
S20}, B R« co, S<ico, 则 它 的 特征 数列 满足 条 件 (7.4) 一 
C UDE Z. 设 已 给 一 列 非 负 数 P. g rar nl, 满足 467.4) 一 
(7. 6)。 则 存在 唯一 Q HE X= (r0), zz20， 其 特征 数列 重 台 于 
此 已 给 数列 ,而且 此 过 程 的 转移 概率 P(O lim PT G2, 这 里 
PIPO, VOO REB IS SERERE. Ti VU = (4. re. B 
(7. 7) ~ C7. 90 dz sg. 

今 研 究 特 征 数列 为 p=0, g=1, 7,,=0@20H QB. ic 
AQ, DAR, 它 是 2.6 BOQ, a” TRAX, = (x, G) 270). Cn 
SDRE, r= 0, +, 0.1). 其 特殊 性 已 见于 2. 6, 即 它 是 
“最 难 ” 收 侣 的 过 程 询 的 极限 . HEZ HQ, eA 
AT FEW ARCO, VOT RR. 它 的 特殊 性 还 在 于 下 列 

定理 7.2 (Q, DBR X-— 1:0) 0E — Ir BENE E fn] 
后 方程 组 (1, 8) 叉 满足 向 前 方程 组 (1, VW Q GER. 

证 HA 过 程 都 满足 (1. D), 故 只 要 证 它 满足 (1- 9). 为 
此 只 要 证 在 任 一 固定 的 上 4 守 0 前 ,样本 函数 以 概率 ,1 有 最 后 一 断 
At MARR S h= (rly, OEE), Al PX) — 
1l. 国定 wE, Be, Nh. HF zo. wer, ORE BS 
离散 性 ,存在 NCN), fili nzeN 时, z,o a=k E M> 
max(N, 4), BF EK UR Lh, xu (n. ww) 二 n， 再 注意 (1.7), 可 


* cO UB TE— PEE sa. 
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见 在 WH, av, eR URL — BT ex. 而 且 是 跳跃 点 , 这 个 点 
是 某 妆 区 间 的 闭 包 的 左 端 点 ， 由 于 (6.3)， 此 站 区 间 保 留 在 一 切 
Ta 之 中 故 也 保留 在 zt ww) 之 中 ,从 而 得 证 rt， 
«TE 1s 以 前 有 最 后 一 断 点 且 为 跳 胞 点 ，(wE (0. RQ, DHF 
满足 1,8) 与 (1.9). 至 于 这 种 过 程 的 唯一 性 则 已 在 [11, 定 理 111 
中 证 明 ， L| 

系 7.1 ir XOQQ, DHRHMA—TKRA. Ml 

P ima) 00) = 1, 
证 此 由 定理 7.2 及 [1, 第 227 页] 推出 . | 


2.8 S=oohf Q THAR 


本 节 的 主要 任务 是 当 展 所 co, 5 二 co 时 , REH Q 过 程 , 所 
用 方法 与 2.6 相同 , 故 证 明 拖 要. 以 下 固定 一 如 此 的 外. See 
可 分 Borel FW Q 3g X — (00D 4220) ;以 及 (5.11) 中 的 ai". 由 
定理 5.3, FEIRER, H n 时 ，Ptai «o020—1. d$ SUP 


—PGG[)-i), WYP — 1. HS), 故 至 少 存在 一 个 
SFP >). 再 由 定理 5.3 及 (3.8), 有 l 
Sep aspire f Nee (GE, (8. 1) 
img 


Be KE > OGn ek) TA EOE? RRT om Ce max(j, 82). 
SERRE 27,70 HEM 


{m} 


Get 
AS pais C0), (8.25 


BR, 除 差 一 常数 因子 外 ,(57;) 7B2z0 被 过 程 唯一 决定 . 
SEX 8.1. BA) J20, Q AE X — (CO t20 GC 
数列 . 
Lr, 表示 此 过 程 的 第 一 个 飞 茎 点 ， 令 
» 56* 


n; — FE; = Som; (8. 3) 
(À,C2. 1))， 以 后 会 证 明 
0< Ya, eo (8. 4) 


现在 考虑 反面 的 问题 : 设 已 给 满足 (8.4) 的 非 负数 列 (57,)， jo. 
由 58. 4) 至少 有 一 $4,790. 不 失 以 下 讨论 的 一 般 性 , OO. 按 
(3. 200 4E DAR $77 HOI, IPD. 由 定理 3.3, FE, 
B. P). FREER}, Sod RR] X= (ze), £20) GZ200, 
满足 (3.7)， 以 c7 dos X, WEP RRR. & By c minl”, 

xU) — 0), BP Kye 0, PEP «oo) 21. SO 为 满足 ein xm 
BO 及 an = BE BTE 


"m 


引 理 8.1 EEO OS Paneg. x) =k) m LA 


SS 
SU. 
S^ 
证 + 
Cw) = S TA Cw TT (a0) — Rh, 
5 O, AM ci" (o) 2» Bi? (o , B x Cri? Co) £4. 
Ju REP 一 Yen = SP < BS, xo = R) 
su oF 
= ve Ya = SPY = Sai = Be I 
=a n 
今 定义 


© Cap) ae J RT” 0) BM EFC) SAM Ga) azar, Gri) n, 
Ton (417 L0, HL ee (eu) > Af? Go) 5 R zs Cri <n. 
(8. 5) 


因而 ngon 是 在 变换 (3.7) 下 在 [96，88 CoD) PA n. Gs o 


到 c. Go) BE de DER] € s 记 STL (w) tL, lo). 
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S| xg 8.2 lim EL, —0; PClim L, —0) =]. 
证 由 (8. 4). HEIE 


d Y» S Ans. 


站 kt 一 严 十 1 


EL, & 


n 


4 C= GG) zm, PSB), A= NM sv, 
P—mcl 
Bic. 30 及 引 理 8. 1 得 


E( Ste) = Dec — MO * PC) 


Pm] 


一 S EG, — rf? |a Gi? ) > m) + PC) 


P] 


- 5I Y E(GUS — ci?) ax, Cri) = k) 


=] żem] 
+ PC, (ri?) = aC?) > m) ]P CO) 


on 


Sf > Po 


l 


i= t Cá—mli 
n in) 
=[ 5 m E ] Y Y PG. (ri? ) = 1, vi? < BM) 
kwm--1 i=m+] i= 
Lid |e 
n, —— 四 nS (8. 60M 
-[X A e -zÈ um 


SS IP Co) MBB i BEBK A.M RICO: 160, 定义 
LË (w) 一 S GER Cw) — iP (90) 2X 0, A ri Cao SL BEP WF 


peo 


ne. HS 
Ti (w) = Y LO) 


im] 

D Aaw) Ple). (8.7) 
ri Er xg 
MTL Go) $ T. Ca (n> oo), 

如 令 


vx) 
F? = Mag. d. 
j=0 


* 58" 


nP = EFP = Sl pa-e 
joa UME 


4 3 jd ya, aC] et 2 
bib rb ab; uus 


《因而 nn 二 ma)， 则 与 上 面 的 证 明 同 样 得 


1 x5 » Dx ; 
ET (wv) = Sans, < —- c nt 
So * ES et + 4 


Ch lE REL FP" 3868. 6) Pay r — 6/70. 故 得 证 下 面 的 引 理 . 
引 理 8.3 lim£T.=0, PdimT.=0)=1. 
gu £g 


bas 


re 8.1 Til o «— Msn «on, 则 以 概率 1.0]. SU 过 程 
P*0 


的 样本 函数 rG, w) 8 8 一 oo AP HLA — 9] £ di Sx. 
证 ”只 需 利用 引 理 8.2 及 8.3. 重复 定理 6.1 的 证 即 可 . E 
fj 2.6 补 定义 极限 函数 后 ,同样 可 证 明 所 得 为 OCHR X= 
(ote), 220}, RAQ, IO RUBRI. 其 转移 概率 PUO = lim PiP 
(), MPP OBO, cnim EERE. 
(F720, M OE OQ 过 程 . 
iE BG. IDE (QQ, OBR “YORAM am 
gi", gd. 018 
PG at") = i) 一 limP Cr, Ca^") = 2) 
一 limP Ge, Gant m) = j} 
= limpo Sieve = Sem 
{i = 0, 1. ute, n). 
由 此 即 知 X 的 特征 数列 为 42)。 
唯一 性 的 证 仍 仿 定理 6.4, (BEEF PU mE E LE X — (Cd), 
tO} AWK) AER OH. 它 可 分 .Borel TM. 对 它 
用 55.10) 一 (5. 132 8E X, ru Of, mel, HERAT CO, a E SR 
. jo" 


得 (Q， FOR X. Ges CO C230. 由 特征 数列 的 定义 Sn = 
s^/ 9, G=0, 1, son. HEX, 的 转移 概率 PICO TU E38 


RM MEQ, 5) 过 程 的 转移 概率 P.C). 
今 证 PI GO) X 的 转移 概率 POCO. EO, OMS 
SD (Go) Gi £€ (0, Do, Hi RE X Go. RS CRA), 
因 以 概率 1,5: ORRE, HCO, 00 — SY Cao FE Fl BT RH RE 
BF ER] T o) — 9,0), Y, (oA, EBT oP, ra, OF 
oc, EY FH) =lima(s) 试 证 
Piraq =)=. 
A MB PO) —09)70, MEE RC E, 使 
POM =; tE Gy, Y20. zi 5720. 
CHR. 直上 式 得 PL o0) 220 GX HL E Ca HE CA. OH x C, a0 E 
X, 5A DIA. S5 o5 
SI? (o) = Gili 7 =i 的 区 间 (7 CoD , Y;Co0) RD, 
& ce. 8046 U8 w= U ooo Y, co c. - SP Gn. BE 


PRR 1, LOL Q0) = 0, B 22 LG Q0) b 的 概率 为 1. 然 
JR EC. 38) 起 逐 句 重复 定理 6. 4 的 证 并 注意 200, a n (Ds w) 
BD aT. I 

基本 定理 3 (i) 设 已 给 可 分 ,Borel HW AE X —(x(Os r 
20}, ER<, S=, 则 它 的 特征 数列 (35;) 满 足 条 件 (8. 4); 
DEZ., EBS FIERRO), 满足 (8.4), 则 存在 唯一 信 过 
f X-—irG,.0m0), 其 特征 数列 重合 于 此 已 给 数列 ， 而且 此 过 
程 的 转移 概率 PO 二 limPP(), 这 里 PPOR, HOUR 
的 转移 概率 , 而 S7 m (RP. orn. SP GS. 20) 决 定 . 

证 ”结论 人 ii) 由 定理 8.2 及 其 上 一 段 论述 推出 . SEG). 由 


定理 5.3, FEE L0. P IRL. P (of oo) — 1. P 
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> Pirla, 故 至 少 有 一 S67 m0. 不 失 以 下 讨论 的 一 
般 性 , 可 设 SUD T0. 定义 

am) =inf lu : u Exc, oY lik A ire, w) =0), 

(8.9) 

则 Pledo) inon, HAE TO, 800 BE P.GTO—B8— 
0. 由 引 理 4. 1 即 得 

Eacoo. (8. 10) 

Ad X EIS RERE XX,( 参 看 定理 5. 3)， 令 
i (o) —inf(u u Æ ris eI RRA iru Cu, w) =O), 

显然 p alw), W CE. 6) 得 


Ea > ERP = Elrm 十 SLP) 
?一 上 
= Ea" 4 d- ugs. 
Ko kal 


注意 (8. 10) , 即 得 0 n, S7, EOS a < oo. E 
天 一 中 


2.9 进一步 的 问题 


1 研究 一 般 的 满足 (1. 6) 的 Q 过程 的 构造 . 首先 值得 注意 的 
是 所 谓 双 边 生 灭 过 程 , 此 时 相 空 间 HCO, L1. 十 2,…*),，(1.7) 
仍 成 立 , 但 其 中 i 可 为 一 切 整数 . WR 十 ce 与 一 ce 于 互 中 而 使 之 
Fb. 对 已 给 的 已 , Q 可 能 是 正则 的 . 否则 , 质点 可 能 以 正 的 概 
3, 在 有 穷 时 间 内 到 达 十 ce， 也 可 能 自 十 cc 连续 流 人 :对 一 ce 也 
如 此 . 因而 情况 比较 复杂 ， 双 边 生 灭 过 程 , 对 一 般 久 过 程 的 构造 
问题 的 研究 ， 是 有 很 大 帮助 的 . 当 相 空间 为 ae, OH. 对 扩散 过 
程 , 类 似 的 问题 近年 来 由 Feller WAH. 

2) 本 篇 中 研究 的 生 灭 过 程 以 0 XS E ERE, 类 似 闻 可 研究 以 0 

"hls 


- 


为 吸引 璧 ,或 以 概率 OS EAE ABER o ONERE ato — D. 

3) 为 了 叙述 2, 1 中 所 说 的 第 三 种 方法 的 轴 辑 基础 ,我 们 用 两 
种 不 同 的 Doob 过 程 的 变换 来 分 别处 理 $ 一 ce 与 3=co 的 情形 . 
自然 地 提出 下 殉 问 题 :能 否 用 处 理 < 天 时 所 用 的 变换 5( 即 变换 
(6. 320. 来 研究 S 一 < 的 情形 9 看 来 也 许 是 可 能 的 .“ 

4) 我 们 证 明了 ;和 任 一 @ 过 程 的 转移 旺 数 PG BT FRE A 
Doob 过 程 列 的 转移 函数 Pe? CO ABE. 事实 上 证 明了 更 强 的 收 
敏 性 成 立 { 见 定理 6.20. 由 于 Doob 过 程 的 结构 较 简 单 ， 因 此, 为 
了 研究 Q 过 程 的 某 一 性 质 , 自然 想到 先 对 Doob 过 程 研究 此 性 
Ht. Rete. RAH CRRA E. 


2.10 ”总结 与 补充 


D RTM ARE BS. 
BEX Sic), iE REEERE, 具有 转移 概率 


(P, (2) A 5 BEB RE Q 
一 可 b, 
ay) 一 《ai 十 如 b, 0 
Q= T "m see (CIO. 1) 
a, —(a,té) 5, 
0 


其 中 a OG 0) 6.000), MRA OMe. 24 R —oonf RA 
ME—&89g—-h QUE. 但 如 果 Roo, 存在 无 穷 多 个 已 过 程 ,这 里 


* 此 问题 信 已 解决 , 见 3.10 节 或 来 书 第 7 了 入 7. 3 节 , 本 节 1). 2) BE 1996 年 新 
增 写 的 , udi DE E BU ER SD AD ES HEER. 后 眉 则 是 本 篇 原始 论文 发 表 后 的 改 
HAR RAGA 21 PPA BSR PER PRR RAR 
断 . 一 一 编者 
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R= Sym. (10. 2) 
imo 
—1 
u ai 1 aguanta. o e 
m= bi T &-u bib; rbi, MM 20 (10-3) 
e 
S= Que (10. 4) 
em be Pe Oe (y) (10.5) 
a, £ adip teca 
_ — NA 4 Gg ay 
zo = 0. z, = 1+ 22 Bob (10. 6) 
z —limz,, (10. 7) 
r=inf (270 : limz(s)—co). (10. 8) 
ror 


我 们 称 z 为 和 的 首次 无 穷 . CU Wick A Paces) —0 
或 1, 而 且 Pecol 4EAN Rao; Er=R, 因此, RBM 
0 到 co 的 平均 时 间 , 而 5 在 某 种 意义 上 是 从 oo 到 0 的 平均 时 间 . 

现在 假定 :给 出 了 形 如 (10. 1) 的 一 个 矩阵 Q, HR<. 我 们 
去 构造 所 有 的 护 过 程 . 1945 年 Doob 构造 了 一 类 已 过 程 , 但 不 是 
全 部 . 他 和 任 取 一 个 概率 分 布 了 一 (wo ， 则 总 和 TY 8b—T Qi 
E, ME POrGO —D v. WA, RON, V)Doob RU. 

我 们 引进 一 列 特 征 数 , 它 刻 划 过 程 蕊 在 首次 无 宅 后 如 何 地 


A oc [I] SUE S3 AR S LESE. 
依照 忽 过 程 天 ,可 以 确定 非 负 数列 piger inzz0: 
AM = indit tt >r, eG) <n}, (10. 9) 
ví" = P(z(f'") = j). (10. 10) 
cy = SS dni) =] (Wmi. (10.11) 


R, = Ducens Sn = wrens An = R, + S, 


{10. 12) 
«438 


lim É = p (C20), lim 3 —q (20) (10.13) 


ac M, DM, 

k = maxt : vi? = 1), EXE > ONA 
Zu 不 依赖 于 nILmax(j, A). 8H Eoo; 
” |o. fl k=, 


(10. 14D 
RUITER UB. as rus n20 A Q SUB X 的 特征 数列 ， 如 果 r= cr. CO 
«e WER. nzROD LUE Cea urs nze0 也 是 X BS AEG RA. 我 们 视 
{Ps gi ras nze0i flip, qv ra 2220} Jg] — NEUE 29. 则 可 以 证 明 


prg=i. (10. 15) 

0 « Mire «oo, Bill p > 0. (10. 16) 
a-ü 

r0, SH p—0. (10. 17) 


定理 10.1 设 给 定 一 个 形 如 (10. 108958 E Qo 满足 条 件 RA 
co, 39<ceo。 则 下 面 的 结论 成 立 ， 

C) 任意 QQ 过 程 久 的 特征 数列 {p,qg, rue n SOME E 
(10. 15), 10. 16), C10. 17). 

GD RZ, MRA Sw 0.15), (10.16), (10.17) BS dE ff 
数列 5.9. ra nz50, WHEAT One X, BORE BA 
与 给 定 的 数列 重合 ,其 转移 概率 PORE 

Pa =li PP a), (10. 18) 
这 里 PPOR, V)Doob 过 程 的 转移 概率 ，V — (iP, …， 
vs” FF ARAB: 


wr =X 0 een) 


- (10. 19) 
ines 
wr = Y, + X, t; 
而 OLA, — ire, « co, (10. 20) 
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X = pA. 一 x) 
a pA, — z) + gA' 
| (10. 21) 


GAs 


Y, — pA, Cz — x + QA 


CETE 


Epl, (p=0, g= 1. r,20)f& h AE Kolmogorov 向 前 和 
向 后 方程 组 的 唯一 的 @ 过 程 ， 此 过程 从 oo“ 连续 地 ” 流 人 到 有 穷 状 


D 


在 民 < 之 oo，5S 二 oc 的 情形 ,我 们 可 类 似 地 构造 所 有 的 Q 过程. 
由 于 Soo, WH Baa” PAA OBE. 因此 , Q 过 程 较 S< cc 
情形 少 一 些 , 详 见 2.8 节 . 

2) 2.7 节 的 基本 定理 2 和 2.8 节 的 基本 定理 3 解决 了 生 灭 这 
程 的 构造 问题 , 但 用 两 种 不 同 的 Doob 过 程 变换 来 分 别处 理 5 一 
co 和 3 一 ce 的 情形 ,后 来 , 对 3<c 和 3 一 cc 两 种 情形 作 了 统一 处 
XB. 因而 构造 理论 为 下 面 的 定理 所 改进 ,该 定理 同时 地 处 理 S 


co 和 3 一 co 的 情形 . R = Y. 


基本 定理 BAEC. DEMER Q, Aim BR Re. 
则 下 面 的 结论 成 立 . 

COS XB Q HER X HEO0.9) ~ 10. 14) 确 定 的 非 负 数列 
CPs qu ras 20) BRA X PREM. WR numer nz 为 正常 
BOW Cp .q uri nze0 iudi X 的 特征 数列 FF ARM O Sq nno 
5p qur nzO K ETE. X 的 特征 数列 必定 满足 关系 


ptq=1; (10. 22) 

0< SrR, « co, lil p 7» 0, (10. 235 
i=0 

r,—0, 38 p—0; (10. 24) 

9 一 0; 如 Soo. (10. 25) 


《ii 反之 ,如果 给 定 满 足 (22) 一 (25) 的 非 负 数列 ， 则 存在 一 
个 唯一 的 仿 过 程 和 总 ,使 其 特征 数列 与 给 定 的 数列 重 台 ， 其 转移 概 
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率 满足 

PjG) = lim PG). (10.26) 
这 里 PPO., V™)Dooh 过 程 的 转移 概率 ， 而 分 布下 中 一 
cz 0 如 下 确定 : 


如 p=0, WIS 
oy? =0 COXZje n), vi —1: (10. 27) 
如 po, Bi 
vf? 一 X x iem] 
= (10. 28) 
Nine. 
wu =Y, + X, —; 
其 中 
Q« A, = Mire, «oo, (10. 29) 
=ü 
X = pA. —2z,) 
” pAQR— x +gA,z’ 
(10. 30) 
¥ gA oz 


~ pA, @—2,) Ax 

基本 定理 的 证 明 可 在 下 面 的 专著 中 找到 : 

(Wang Zikun, Yang Xiangqun. Birth and Death Processes 
and Markov Chains. Berlin; Springer-Verlag, Bejing: Science 
Press 1992. § 6. 6, p. 234. 

《2) 王 梓 坤 , 生 严 过程 与 马尔 可 夫 链 . 北京 :科学 出 版 杜 . 1979. 
BAR. 

(3) Yang Xiangqun. The Construction Theory of Denumer- 
able Markov Processes. Chichester: Wiley & sons. Changsha; Hu- 
nan Science and Technology Hause. 1990. 
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30 Bh BEES B EF AE E BO PE A, Ee Fh HE BH * > 
以 便于 阅读 正文 . UAT SE A HE QE KY ELE 
5p pe , Bp d AB CL. 75. 

定理 10.3 CHüeopyuunuc?) 对 已 给 形 如 10.1 869 Q.Q ip FEE 
一 的 充 要 条 件 是 Ra, 

证 考 虚 尾 一 可 分 Qi$X-ixQ.cm0h 它 在 跳 既 点 上 
右 连 续 . HR OFEA T 则 当 且 只 当 疡 fr 一 co) 一 1 时 ,QQ 过 程 
ME-—, He REDE: YAM Ro col. PO-02)—1. 

用 (2, DEM Sa, 令 m — Eu. 由 强 马 尔 可 夫 性 


hi . 1 十 a; 
"cab, atb ath 


dz tmtm] 2-0), 


WO EM m — Lo S) guy GO, ACE 
(2.1). 

r=limé,, 由 积分 单调 收 钱 定理 ， Er = lim E,£,. wt 6, FA 
强 马尔 可 夫 性 , 4 6, m0. 得 


n—1 
E, 一 Eol D Ga 一 5 | 
Pur 
a—l 
= $ EGG — £) 
i-ü 


x—1 
= > ELE: f -= £ (Eo. eD] 


因此 


+ 请 参看 2, 1 WR. 
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E = Sn 一 R. 
类 似 地 有 
Er— Som <R GEE). 
如 已 (r 一 ce) 一 1,， HF X-—ir(D. (SPORE ED QUE, 
[o PQ4(r—o02)—], T dE R= Er= ooo, 
on >00 BO.7), 得 Piira) 0, 存在 T>o B ao. {8 PIT 
ST a, 从 而 对 一 切 ACE, Pe TSP G>T) Se Sl 
38 4.1( 那 里 的 其 他 条 件 均 满 足 ) 妈 得 R= Erco. i 
定理 10.4(Harris) 设 齐 次 马 氏 链 的 一 步 转 移 概率 为 


a, 


. b, i 
Puls Pit = Fh’ Pi- 5 
(a;770, 5; 0. 00), (10. 31) 
Wjxtnlk2—. BRR, ENR n UMA AK; 的 概率 为 


Sn" Ft) HI x, 由 (2. EM. 


证 AAR ERA A=(e,, ome, HY Sty), 20} 
是 以 0 为 反射 壁 的 布朗 运动 (Wiener HR). POO =x) 9 1. 考 
虚 此 过 程 的 轨道 :对 任 一 固定 的 +, 以 xz 表 在 :以 前 (包括 :在 内 ) 
最 后 一 次 落 在 4 时 所 处 的 点 的 下 标 ,z 是 随机 变量 , 当 : 自 0 变 向 
co 时 得 一 列 随机 变量 c. 200. Plr=k)=1. 由 于 了 是 齐 次 马 
氏 过 程 , 知 xj, 220 是 齐 次 马 氏 链 - 利用 布朗 运动 的 一 性 质 : 设 
布朗 质点 开始 时 位 在 点 B, A«CBA«CC. MEERA C 以 前 先 到 达 


ARARAS. 由 此 得 


Zeit Ze ae 
£p Zi- a by 


PG =k4+1lao=s) =e I b. 


Spi 77 E, | até,” 
换言之 , xj j0 的 转移 概率 由 《10. ORE. 
» 68 


P(r, 5k ijr 5k) = 


今 考 虑 nLRIAM Xa 70, MAB k BR, 在 到 达 x 以 前 
先 到 达 j 的 概率 ,等 于 对 工 , HORSE x 出 发 , 在 到 达 e 以 前 先 到 
ik e, RS. 再 次 利用 上 述 布 斋 和 运动 的 性 质 , 即 得 证 此 概率 为 
— E 

由 于 Doob 过 程 在 本 篇 中 是 构造 全 体 名 过程 的 基石 , 故 在 此 
回忆 一 下 它 的 定义 . 设 已 给 任 一 满足 (1. 65) 的 密谋 逢 阵 @, (E PC 
e«tco)—1l. r HO. OEM. ECO, 37, P) EXE RFI 8 dh vr 
Q@ 过 程 XP = (eM), eosa=1, 2,70, 它们 可 分 , ERR 
ERE RX G> DARN ABD AA x. AXAR E) 


EIE rG). oe =0.7,= Sor? ,由 独立 性 ,z. foo. 3E 
ved 
X 
x, wy =x —r, Qo) 1o) , 如 Tai (wo) <r, Cw), 


则 称 X= (r6), £220) Doob 2H. HF X 的 转移 概率 完全 由 
Q 及 决定 , 故 也 称 它 为 QQ, mDoob itf. 
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第 马 篇 ` 一 个 生 灭 过 程 


H XS jru, SOA LPF RRS BO, SP) ERAT 
分 齐 次 马 氏 过 程 (可 分 性 定义 志 [3, 第 二 章 ]), 它 具 有 可 数 多 个 状 
20,1. 2. c AR idR Aco, 使 对 任 一 1 宇 0, PGrG)-2909)—0. 转 
移 概 率 PO 一 Plxt) 一 jx 人 0) 一 站 满足 关系 式 : 


P(t) 0, QD 
DPO =1, (2) 
SOP Pals) = Pate +s), (3) 
j=0 
limP;G) = P4(0) =6, GD 
iad 

其 中 eo, sie. 0;—1. 04—02£ 7). B OD ~ (4) ATER 
. Pa)—8,, 
lim PHO PH g (5) 
TS £ 


BRE?! $ Q— (G0 VA ATE, 称 QQ 为 该 过 程 的 密 
度 和 矩阵 . t Q 具有 形状 ， 


* 具有 已 给 已 的 全 体 生 灭 过 程 已 在 [6] 中 找到 , 但 那里 未 发 现 那 一 个 是 满足 (7)、 
(NES Oe. 


=. 7] = 


— bs b, 0 . 0 0 0 
a (ab) b oc 0 0 0 


Ü 0 O aC 


ACBum06020), 572062200 A RR, MEX Sira), oH 


R= Sims 5 = Me. 
mm 1 
其 中 
l -: aja a 
— t itfr—] * 
m = p t 2 bb, nb abe a 


e-la4 M bib, bu, 
n 


a, Ti Gt adis 


K 的 概率 意义 见 [1j, S 的 概率 意义 如 下 : 令 


—b, by 0:4 0 0 0 

a, —(Ca kb b - 0 0 0 
Qual vee nee eee wee ves a=- . 

0 0 DO ay, — lan- How) b, 

0 0 Oe 0 ax 十 rw  —lantby) 


设 XS (ry G £20) PARA 0.1, 2, s. N, BEERA Qu 
f RT ARATIK ID RE .Poa(O=N=1. 我 们 有 

引 理 rym) —inf(G : eye, 9270), Wen oo Wee 
Ety>S (Nc). 

粗略 地 说 , 这 引 理 表示 :对 过 程 X —d0r00. oma. SX 
自 虚 状态 co 到 达 状 态 0 所 需 的 平均 时 间 ; 而 [1] 则 表示 :RR 为 自 0 
到 ce 所 策 的 平均 时 间 . 

固定 w, 上 轴 上 之 点 OR ARR m GO. OM EK A, 如 对 任 
意 >o, ÆRE [ 7 CoD —6, cCoDO PAL, ct, ww) 取 无 限 多 个 不 局 的 
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值 . 

MEEKER AMA RCSB ORE OQ, 问 是 否 
恒 存 在 生 灭 过 程 , 其 已 (9 满足 (1)、(2)、 (3)、(4)， 而 且 其 密度 矩 
阵 愉 为 Qt [4j 中 证 明 管 案 是 肯定 的 ,那里 (以 及 [1j]) 还 证 明了 ， 如 
R=, MEIE Q 过 程 ) 唯 一 ; BHP COmmRA 
尔 莫 各 洛 夫 向 前 微分 方程 组 : 

已 (划一 PC 外， (7) 

POSI, (B) 
Hop POR PO AVA POA POAT LA ER, I 
AAR ， 此 唯一 之 过 程 已 在 [4] 中 求 出 . 如 R<, 在 [2j 中 已 
找到 无 穷 多 个 @ 过程 , 但 并 未 全 部 找 出 . [5] 中 则 进一步 证 明 : 4 
R«oo, 5 二 oo 时 , 没有 一 个 Q@ 过 程 能 满足 (7}、(8), 但 如 R<, 
S<eo， 则 存在 一 个 而 且 只 有 一 个 甸 过 程 能 满足 (7).(8)， 

本 篇 的 目的 , REZE REO, SooF, 找 出 满足 (7)、 
(8) 的 唯一 的 Q 过程. 

如 R<, S«co, 可 以 证 明 , 存在 一 概率 空间 (0, Z, P), 
fi ; 

G) Æ, B, Po E nf sg X — 8| C Q.z?)Doob 过 程 X,= 
{x,(t), £201 1, 2:0, XE X, Br Q RAB P= 15,3 CHILE 
重 集 中 在 状态 = 上 之 分 布 ) 依 第 2M 2.10 节 最 后 一 段 的 方式 定 
广 .“ 这 些 过 程 的 转移 概率 分 别 记 为 Pa 一 1，2，… 

Gi) WE n>m, W X,=(2,G), £220 IX — (2,2), (250 8] 
有 以 下 关系 :在 上 轴 上 定义 二 点 列 {rego BOR, n w) 
Er, G, e08]85—- KERA, R Cod sine: eer, (we), ru. aD XL 
m). W yo). Ai (WBE, WS n CoD ARFA w) 


* OPO) 3] H 267 页 定理 2.5. -一 编者 
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的 最 小 的 飞 医 点 , 而 BIG minfG : 226r, (0. 2,44, wm). 可 
以 证 明 , Pro) —1, PULZ). A dE a, o) YEIX IRI 
Clw), É, Co) GF —1. 2, D EE BL HA TAA EEA 
其 上 的 曲线 段 ) 向 左 移动 {但 第 一 个 区 间 [0, m C20 JR BID ,使 保持 
原 有 次 序 , 晶 上 一 区 间 之 终点 mo) 与 下 一 区 间 之 起 点 Blw) 重 
AMRES Q 过程 xu. o). 记 此 关系 为 

Eml Xats wr w). (9) 

现在 可 以 叙述 我 们 的 主要 结果 : 

定理 设 已 给 矩阵 (467 满足 条 件 Roc. Sco, ME, 
38. MEFE ~A OMB X=(2), 120}. 它 有 下 列 性 质 : 

G) FJ A RAHME C, P(O — 1, 使 对 任 一 国定 的 occ. 
xs. am) 上 几乎 处 处 (对 上 办 上 的 勒 贝 格 测度 而 言 ) 收 化 于 rG, w); 

(Gi) 对 任意 有 限 多 个 固定 的 +4, i;，… ,有 

PG, Gis er, w), i=], 2,0, k=l: 

Gi AD UI P, GO X= GOD. ce 0} KE RE. 则 POS 
Pi). H P4G)G, j—0. 1，2，…) 满 足 柯 尔 莫 果 洛 夫 向 前 微分 
Fi ACT) (8). 

我 们 可 以 如 下 直觉 地 理解 {z(t, e), COA SS TR TES 4 
ic, w), c MRR A. WE SE DIA RoR. H 
{z(t w), ZOREN, A 此 以 概率 1 立即 到 达 状 态 n, 然后 如 
常 运 动 . 现在 令 nco， 则 由 定理 可 设想 如 A rix. w), £270) 
的 迹 线 运动 , 每 当 它 到 达 ce 后 ， 它 自 ce ”连续 " 地 回 到 有 限 状 态 上 
HK. KH ROR AWK 1 可 到 达 cc, HH S<ooR| RE A 
BJ É oo" xe Sk "3 Tl BA PRR AS EK 
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gU g 生 灭 过 程 的 遍历 性 与 零 壹 律 


41 基本 概念 与 特征 数 


设 下 二 {xz02,t 字 0) 是 定义 在 概率 空间 (2, 4, P) 上 的 具有 
WAS MRAM RE RTH, Q— (0. AERA E= (0, 1, 2, 
0. 转移 概 率 POT (PG) GZO0, i, FC EMER ME i 
EE 有 

PaO 20, PP) — 1. (1.1) 


jEE 
Y POPE) = Pa +o GImO.szmO. (1.2 


sek 


limP,G) —1. (1. 8) 
由 此 知 存在 极限 

lim PAO Pg, G, jC E), (1. 4) 
其 中 o 0,—1.8520Gz p. Wah 

0« Mq,—-—447q, «oo GE E) (1.5) 


称 Q— (qi) BARE, E XGEPOORCS ONE. 以 表示 它 与 
QAC. AEA, 特别， 加 


" PP 


quí; —5 CC 00. qu a0), 1 
2. 4 (1. 6? 
qu; — la, F5. 9, = 0Cli|z— jE7915. j 
Cth X. a 二 0)， 称 这 种 Q 过程 为 生 灭 过 程 . 
我 们 的 目的 是 : 设 已 给 (1. DERRER OQ. 试 讨论 以 此 已 为 密 
度 矩 阵 的 全 体 名 过程 的 遍历 人 性. FERA RT ARKEA. 


4 NAR aCe), cee} 所 产生 的 9 代数 ， u-fw. Hic 


w= CA A € Hif] AME 2220.4 PIOLAAAD)—0), 
其 中 4, 表 过 程 的 推移 算 子 , 人 表示 对 称 差 , P, 表示 开始 分 布 集中 
在 :的 条 件 概率 ,以 后 E 表示 关于 P. 的 数学 期 望 . 最 后 令 o 
= 人“ ，w 中 的 集 称 为 不 变 集 ， 如 对 任 一 不 变 集 A 及 任 一 i E 


E. d P(A)= OR 1, WAR X SEER. 
不 妨 设 和 是 完全 下 分 的 Borel 可 测 过 程 , > 


ye) —inf( : Frew), x. w) =F), (1.7) 
其 中 rtew) 为 第 一 个 跳跃 点 ， 即 
tla Sinf tae, wr(0, w)) (1.8) 


ARS RA RIB). MP col =1 ARN, MM Es o0; 
如 一 切 状 态 都 常 返 ( 人 遍历 }, 就 说 过 程 X AUR GR). 显然 遍历 必 
常 返 . 


引进 数字 特征 
m, = i 十 > m p O (1.9) 
e = + + > nen G>0); — (1.10 
R- Mm. s= Mes 1D 
zo = Oz, i t,2=limz, (1-12) 


这 些 数字 的 概率 意义 见 [1], 粗略 地 说 , 只是 质点 沿 过 程 的 轨道 
目 检 出 发 育 次 到 这 S 的 平 汐 时间 ， 而 S EAn 出 发 首次 到 达 90 的 
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平均 时 间 ( 改 造 n 为 反射 壁 ) 且 妆 n 赵 于 c= 时 的 极限 . 

如 果 民 一 == ,在 [2] 中 已 证 明 :X 常 返 的 充 要 条 件 是 s —o09.X 
遍历 的 充 要 条 件 是 eco, coo, 因此 我 们 只 要 研究 Rok} X 
的 常 返 性 与 遍历 性 , 结果 证 明了 :如 尺 所 cc, 一 切 生 灭 过 程 都 是 遍 
PS. 因而 都 是 常 返 的 . ERER T -EKITE R E 
BST). 零 壹 律 成 立 , 最 后 考 虚 生 灭 过 程 的 过 份 函数 1f.}*， 
结果 发 现 : 必 存在 极限 lim. ;特别 ， MM Roo, HE RSH resco, 
则 /=f (常数 )、 SRE. ASR ANIA DLE MOH eee 
立 的 问题 得 以 完满 解决 ， 


4.2 常 返 性 和 遍历 性 


由 (1. 6050 P,GO720C— JL (£270, i, JER), 即 一 茹 状态 互 通 ， 
RAGE X 常 返 (遍历 ?， 只 要 证 某 一 状态 常 返 (遍历 ) 就 够 了 . 

以 后 无 特别 声明 时 , 总 设 已 苔 的 名 是 满足 (1, 6) 的 矩阵 . 

定理 2.1 W R<, WMH OMX WR. 

HAP Ro. 人 @ 过 程 不 唯一 , 例如 Doob 过 程 就 是 一 种 
Q 过 程 (Doob 过 程 的 定义 见 [1j 或 [3j, TH OR E. E—HX A 
布 w= Cr» a ORR. iind, r) 过 程 ”)， 4 Qiis 
Rid ALA}, 全 体 Doob 过 程 记 为 {DD}. 

先 设 XC€ (DI. MEXE. RRL. AF R<, 存在 一 
P EK ERU nnn roo, RHE Plx(0)=1)=1. 在 [ri， 


ri+1] 中 没有 i 区 间 (定义 见 [3 了 的 概率 为 SO 一 cy) <1, 其 中 


e= Ld. BRD. Alt. Ele r) P. BA i KRR 


* 由 于 上 可 列 , 定义 在 E LMM EPS. 
** 亦 可 见 第 2 篇 2.10 节 . 一 一 编者 
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ACD — c], Yan oo 时, 此 概率 趋 于 0, dE LIA. 


[350 ; 的 概率 为 1, RX BB. 

AXE (A), Plet =l, 由 [1] 知 站 是 一 列 Doob 过 
程 X. 的 极限 , WAX. 的 任 一 i 区 间 保 留 为 区 的 i 区间, B X th 
d. a 

定理 2.2 ig R<, M— H Q xp fé X 3a Hj. 

证 ARO SB AR Sec. Um RRA BRAK 
到 达 /的 平均 时 间 ”， 序 nuo E, W 


1 bh; 
ma— EB a, Fh EM i 由 十 一 一 一 ate," 
WM XE 1D}， Td me WOR miu VERTS. BE 
Ha gya tSS, 


即 zm; 对 一 XD AR. 3n XE CAT, RA X, c (Di. Bi X, 
fr[1]Hg EE MPAA XU. WX, RX Cow. 7) 式 定义 的 随 
ELSE BE ICON A K po IM zT tn, in Si SUE PIS 

limi = lim Eg = Ei 5 


Ao 


BERR mi LÀ ERAS, ak Ep con X GE. 


a; - b, 
RE S=co, 这 时 任 一 和 的 遍历 性 已 在 [1] 中 证 明 , 参 看 [1] 
中 (8. 10) 式 或 本 书 第 2 篇 (8. 10)sk. | 


iE2.1 定理 2.1 的 结论 已 含 于 定理 2.2 中 , 为 了 说 明证 明 
的 方法 ( 见 [1, 第 168 Hiv’). 我 们 单独 予以 证 明 . 


* mal BMAD dE. 离开 i 后 首次 回 到 i 的 平均 时 闻 . 
ee pp, DIESE 1. X. BEES PRX mni OKA IL Poe ea 
BRE PESE ri w) Greco), 
eee 见 本 书 第 2 篇 2.9:iv. 一 一 编者 
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4.3 过 份 函 数 极限 的 存在 性 和 零 壹 律 


称 包 过 程 XX 为 规则 的 , 如 果 它 完全 可 分 .Borel 可 测 , MAE 
的 样本 函数 在 任 一 有 限 : 区 间 内 以 概率 1 只 有 有 限 多 个 跳 获 点 . 
ATAN Q 过 程 的 样本 函数 以 概 浆 1 RE PARCEL BER ES SU UO 
(Er £20, Wo, * OMIA 1. Greco), + 

y=alé, +0), (3.1) 
即 y,—limzà). Wy lon0, 1，2,… 是 一 马 氏 链 . RAK 


Bx Let. 
RAE Fr sl CF. GEEA XR P GOD B SEU A Cn Ex oc 为 
tH), 如 对 任 一 1 宇 90, fE— ICESUÉH 
SIPSGOM; x f. (3.2) 


IEE 


(在 一 些 文献 里 ,过 份 函数 的 定义 中 还 要 求 lim PO = f 
(70 JEE 


Be (i13 88 2088 Ub AR PO. 

以 下 所 谓 “ 任 意 生 灭 过 程 " 是 指 “ 任 意 (1.6) 形 的 Q@ 及 任意 多 
a”. 

定理 3.1 BXARBARRE. 078 X B iti A 
Sx. 则 必 存 在 极限 

lim f,— f. (3. 3) 
如 R<, E RSH rs, Nj foof OBR. 

证 如 对 某 j fo. WA POSO 对 一 切 i, JEE Ri 
ORV. 故 由 (2.2) 知 f; oo. BW TR ER E A ERI SE Gr A 
ži. 

如 R«oom R= H = 一 ce， 由 定理 2.1 及 [2], MX iE 
(OM FETI X Ani Borel gib. 但 在 [5j] 中 证 明了 :如 六 
是 具 可 列 多 个 状态 的 互通 的 常 返 马 氏 过 程 , 则 天 BE iit ws 

. le 


数 恒 等 于 常数 .由 此 知 ff. 

MF- REE R= H ecco, 这 时 X IRR, AMER 
WAY. BEN, GRO EH Cr GO , Oscu s Bon AER o ROG. E CA, 
N,. 也 } 是 可 分 的 半 Martingale, FÆ P 几 乎 地 存在 极限 

lim fre = fta). (3.4) 


既然 下 规则 ,非常 返 , 芍 对 几乎 一 切 w 及 任 一 正 数 N, 存在 TCw) 
0, (EGIT Dkt, A rle SN, MAB. 

P Cima ««) 709) — 1. (3.5) 
Eb A X BSLUTE. ap LEX HRABRE ivete EA PCy. Go) 
—e)-1. 注意 对 生 天 过 程 , EL HR. ARE REA + 
1 或 ;一 1, 故 对 几乎 一 切 u, y. Cao RE — DIE EN CU 93 EUR 
外 ?而 趋 于 ce. 于 是 由 (3.4? 知 以 概率 1 

lim f, — lim fy eo = lim fren = f Co). (3.6) 


m- as 


这 说 明 f(w) 以 概率 1 等 于 某 常数 A mH G. 3) 成 立 . 

定理 3.2 对 一 切 生 灭 过 程 区 , FERRY. 

证 ”不妨 设 区 完全 可 分 Borel 可 测 . Am X 常 返 ， 由 [4] 中 一 
MRA X PSR MU. 

R X JERE, M R=, «oo. WR X MM, Ams. 5) 
成 立 , 不 论 开 始 分 布 如 何 . 任 取 不 变 集 AC HO, BEAR IKE 
知 对 任意 :之 0 


P(A) = PA) = f P.,A|N,)P, (do) 
n 


- | P.CD P. = SPP. (3.7) 
je E 
Br VES i RIP. CADE X Bp PR. 由 定理 3.1.03. 6), 
存在 常数 fF. 使 
f —-limP,CA) —limP,, CA). (3. 8) 


注意 AC, PIAASA)20, 故 上 式 右 方 等 于 


* Wu PON PS (2.5)(2,.6) 式 同样 正确 . 
a 82 . 


limP, (6A | ND —-limP,CALNO 
=P (ANo) = Xa) (Pi 一 几乎 )， (3.9) 
XíCoo de A BRIER p (3. 80 E C3. 9018 
PAGO — Sl, 
因而 P.CA)—O0 R 1. [| 
注 3.1 其 实证 明了 更 强 的 结论 :对 园 定 的 AG ,或 PIA) 
zl. 或 P(A) 三 0， 这 由 (3.7) 及 P Oo vem. 
作为 一 例 , JE IBEX DUE X HEF KIER mE p= 
pile), COS; ste oc) GE X. [6], 8 6 SO. HF en ei 
6o. Ep. PEE gh DRAB ASELA XO. 由 定理 
3. LR lim Eig. FF HE. 
最 后 ,我 们 顺便 指出 特征 数 间 的 一 关系 . 
设 R<co, M Sco RER E eac 实际 上 , Has 
S 立 得 必要 性 . Hk, 易 见 


aaj 1! 
Erti LP 
attt, asd (3***, 
bb, bbp oi, bbb 
a, i 
b, dh 


以 之 代 人 S = Me. 得 一 二 重 级 数 , 按 对 角 线 求 和 ,并 注意 


| SUIS | 
= D+ E +] ~+ Fob, 7 e]. 


即 得 
， ] li 
see tdi 
由 假定 Rees, e, «oo, X, zoo, iE Sao, 
= §3. 
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sOg ” 生 灭 过 程 的 泛 函 的 分 布 
及 其 在 排队 论 中 的 应 用 


5.1 积分 型 泛 函 和 两 个 引 理 


WX {x (DD,1 之 0} 是 生 严 过 程 ( 其 定义 见 L1J 或 [2j), RAR 
称 概 率 密度 矩阵 Q: 


—b, by 0 Q 
a, —{a,+4,) a, Qo 
Q= , (1. 1) 
0 az —(a,4-5, b -:- 


Ep 5062200, 4 >0G>0). 按照 [3 一 5]， 我 们 可 以 假设 * 此 
过 程 是 可 分 的 .几乎 强 蕊 尔 可 夫 过 程 “. 这 个 假设 不 影响 转移 概 
3, 因而 也 不 影响 矩阵 包 , 但 却 保 证 了 后 面 的 某 些 运算 的 合理 性 . 
设 0, 1, 2,-dXdmup E VGSO, 1, 2, -ORELE 
这 些 状态 上 的 非 负 函数 ““ . A Ba EE RT E RLS HS 


* 实际 土 我们 可 以 假定 此 过 程 是 典范 这 程 就 行 了 . N 7 I 2 篇 的 
文献 [11. 一 一 编者 
es Æl PE 2E" Tloura Creo Mapkonckust Ilpomec”, 
eee 如 无 特别 说 明 , BEVDED. 


. §5« 


t. 


EU (ug) 一 | voa (1. 2) 

EGo) =limé” (a) (1.3) 
BY fd. 其 中 thar. wo, OCH WOE eR RAH 
的 时 刻 , 换言之 ， 

r7 (0) -—infG : rit, w) =n). 


我 们 将 看 到 ,下 面 的 ” 阶 行列 式 起 着 重要 的 作用 : 


(1.4) 


8, (A= 
(MCA) b, 0 0 0 o 
e, MOA & 0 0 0 
0 ag MODO b, 0 
0 0 0 a,-2 M, QD b, s 
0 0 0 0 "2M M, CA) 


其 中 M= AVG athmen AA ERAR, 
oo 二 0， 按 照 最 后 一 行 展开 ， 我们 有 
8, (A)  — (AV (n— 1) ta, F6, 09,4 00 
—a, 4b, 0, 5 (À), 

8,(À) = — (AV (0) -a, +d) 

5, (A) — 1 CE SED. 
ir 6, C PASS k ALBERI ECO, 0, 9,0, —5, 0 RBA 
FARA o0 GO CA dB EE 4 的 转 置 矩阵 》. 

首先 证 明 两 个 引 理 : 

引 理 1.1 在 在 常数 86>0, HBA A —0 BE 0, COETE BS 
《一 1) 同 号 . 

证 X 0,00 $12, 00, BEF ALB. 设 引 理 结论 对 一 切 
6.00) ALn DRA., 我 们 证 明 对 64,4) 也 成 立 。 AW OCA gE A 
的 连续 函数 ， 只 融 证 明 当 4220 时 你 (与 (一 1 HIE BUT. E 

d8 A) _ 
dA 


(1. 55 


—V(G028,,, GO H-V CL) CAV (0) Hao $6.98), (0 


+ &86* 


—V C2985, CAI —V(G308,, CAD 


—V(n—336, .., 4C0) 
HV in- DAV (1— lL) tay a b, 10-204) 
—V (n D8, 400, (1. 6) 


Kp. Cdn t RTA. EM 8,00 PLE SIS RTT TOR k 
JU Hd. 0. CO RE n —Z RAR. CA COP RRA RATA 
开头 两 列 而 得 . h FA OASNI SpA Rc6X Bf 
fü. 而 仅仅 依赖 于 它们 的 符号 ， 行列 式 à, fA), $$, (A), és, 3, 
Baa CAD. tty Groene CA) OP BY AG 0, CAD, GO, CAD, 
BC CA), 8,0138, CAD. n. 8, CA 8. CANA ABTA S. $E 
照 归 纳 法 假设 ，(1.6} 的 右 方 的 每 一 项 与 (一 1 WS. 因此 ， 


i À 
Masi 同 号 . aT eee, gf sot ao 时 ， 


+ dé, (x) 
6,0) =f dr 


也 与 (一 1)" 同 号 ， 
最 后 , HIR 4 二 0, KC. 5) 和 归纳 法 易 证 . 
8,€0) 2 C— 1Y'b,. ib, obe. | 
引 理 1.2 WR eo. fee. W 


lim( Df") = 255. 
证 显然 地 , 我 们 有 


dx 


im( S14) « DIF. 


而 且 , 对 任意 的 正 整数 m 和 任意 60, 如 果 所 有 的 SARE, 则 我 
们 可 以 找 一 个 mm， 使 对 一 切 i=, 1, roms 


fef 


o£ 
m4j-l' 
Ei 
"—] m m 
lim( $2 /"^]z Mfe> Dre. 
—— Sod c 二 


«87s 


由 于 mr Ale SEE EU, 故 当 一 切 fF 均 有 限时 引 理 成 立 ， Ble. 
如 果 至 少 有 一 个 foc, SG] BOF AL. i 


5.2 BEKES AMIE 


考虑 一 个 固定 的 正 整数 n $ 
B.A = Bie *". (2.1) 
这 里 4 是 实 的 参数 ,而 E. 表示 当初 始 分 布 集中 在 状态 时 的 条 
忻 期 望 . 4 caa to, & 


— o i ek i 
h= min | va 70. 
其 中 8 按 引 理 1.1 确定 (如 c0. 4-2 


定理 2.1 (A) A — A Bd. — HI go LOO <n) EB ODD 
它们 是 当 和 > 一声 时 的 方程 给 
449i 1, CO — AV UD ta Fhe, a ADHA Per, CA) 0] 


(O<k<n—1), l 
Pan CA) —1 j 
(2.2) 
的 唯一 和 解 ， 即 
2: PKA) 


Bd (Omen  (AR—0,CA))D. (2.3) 


证 ”首先 , 我 们 在 假设 (A) 成 立 的 前 提 下 证 明 (B). he Bit 
程 在 状态 上 的 逗留 时 间 (8 依赖 于 2). PAM, 
PD = lze (20; (2. 4) 
0 (t0). 


这 里 P, 表示 初始 分 布 集 中 在 时 的 条 件 概率 , 而且, 我 们 有 
Pox(B+O=et DH, 


^ (2. 5) 


PG 0) —k— 1) — 24, 


WOD, SR EK PE. 以 及 (2.4), XE n8 
EI BH * 


pum ue 
Ph, CO 一 E,(e 7l: Visto Jd ) 
| isl 1 
— P. g (e ijv lca deals VE rte) jd Hn 十 0 = n 4 T 
& 


a ra. pet j 
4 2 E Ce fort af) vcre z(f-4-0)-5-—1) 
È 
b, avea ale vao 
= Kye Ee IM whey Jie 
Ca 
ACEI 
+ ot Ee Woe e vete Ide 
€i 


b, 


= WE) + a, h 


ay 
SEF a FHP 


在 最 后 一 步 计算 中 , BUET A> pay 这 个 结果 证 实 了 (2. 2) 的 
Hin THE. 依 务 .的 定义 ,最 后 一 个 不 等 式 是 显然 的 . 按 引 
理 1.1， 当 )> 一 六 时 方程 组 (2.2) 的 系数 行列 式 非 零 . 因而 
$9. CA GR 0, 1，…， 0 提供 了 (2.2) 的 唯一 解 . E dE (2.2048 
(2. 3). 

现在 往 证 (A). RO. D, “4 ADO BPDCAD3E ML. 设 00A h. 
为 证 (A)， 我 们 利用 [6] 的 一 个 想法 . 从 引 理 1.1 知 (2.2) 有 了 唯一 
Mok), 2=0, 1... 可 以 证 明 


Wk) = az, f KV (edt +1, (2. 6) 
这 里 二 x(2) 二 x(t,w). 事实 上 ,考虑 由 
_E,x9)— eU 
AgC) EB (2.7) 


MARES WADE A. MG 4) 和 {2. 5) 得 
Aapa =| ect ++i e) ]/1 
—a,gXh—1)— fa, +h ek) T- bp & H- 1). 


因此 ,方程 (2.2) 可 改写 为 
。89。 


ARE) — AV (AGA) 一 0 (Ost Ein — 1). 
gin) = 1. | 
iW OO 表示 (2.6) GABHAR. BRAVO) — 1. W (2.7) 和 
(2.8), 4 $n- -1 AA 
EF (xg) 一 VG) 
FB 


(2. 8) 


AW CR) = 


— AE,E,, o gOGV Ge, dt 十 AE, | glx, Ver de 
n. à ,一 av N 
E 


AE, E rV Cr dt 
p 


=. - 一 AV (k k) = Apts). 
EB (Rog) p 


因此 , # 4 的 线性 有 

A[VQG) — €4)] =0 OSA in— 1), 
这 些 线性 方 释 的 系数 行列 式 是 人 40), 由 引 理 1. 1. ESE 9; 故 方 程 
SH i OE — HF. BD 

WA) =k) (Qxbun—1; 


而 且 
Win) = 1 = ga). 


因而 证 明了 等 式 (2. 6). Xu T EB — A <A OMA Eje fe neon 


«oo, EX. 
a (2) = l, (2. 9) 


unk} 一 一 AE, f V(X, Juni (dt + 1. 
Iu 
f& (2. 6) 和 归纳 有 
tg (A) x e). (2.10) 
5 —3; A. Tf LGE BS US 
|- af Ver | 
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unk) = E, FEeCUU. (2.11) 


i=f 


Eye xL gx). (2. 1208 
* go- 


X2.1. 4A>_— ARM. 方程 (2.2) 有 了 唯一 的 正解 ;所 有 的 行 
Bist PPAR = 1.2, 0) 与 (一 1)" 同 号 . 

dE — (2. 120 和 (2.3) 立即 得 出 这 些 结果 . i 

由 于 B94) Ah E TOL 8 a «(0 唯一 地 决定 ( 见 [8, 第 
38 页 ] 和 定理 2. 1 CADO, SRE HAHA SiR COE TE MI 
EP, AEn). 

现在 转向 研究 矩 ELE BEER). 它们 的 存在 性 由 定理 
2.1CAD 得 出 ， 而且 

EEES] 一 【一 17 和 503， (2.13) 


t 
REPO = Lea) ELEY mi 
a=o 
定理 2.2 Hecn—1 Af, 


mo, = BG. mo, = 0. (2.14) 
im 
其 中 
+ IV Gomi? 
U 一 一 一 一 
Gr a 5, 
i— l ` — 
a;2,.,**à, MV G — k miha 
+ 2 bibi Lb; abi aca ' 
(2.15) 


证 ”关于 /微分 (2.2) XLCUXOES à — 0, RAC 1. 从 
(2.13) 得 
aye — Ca, + Bey, + bomi + IV mE = 0 
(OR kA Sn — 1), | 


mo, = 0. 


(2.16) 
解 这 些 方程 , 得 
dap 
me, = — £0) (Ok Sn—- 1), (2.17) 


6,(0) 
dH d°° (0) BE 6.00) 中 用 列 向 量 — LV CO mS, oe, Vn 一 
Lm)! FRR + 1 列 后 的 行列 式 , EC. 172 中 展开 两 个 行列 
* 91 = 


式 , 我们 得 (2. 140 002. 15), 如 所 得 证 . i 
FE, mi, BY EAA mit, URR. MI—IlBBESRTUE. Ge 不 
依赖 于 n. 我 们 用 C Ha, W 


. -= HD y di si ~ k — d) 
G; = 一 一 . . 
T > ET (2.18) 
mA, MmBRV=1, B 


2 v. tol 1 
mí), = Ey? = Y +S ye a E 


(2.19) 
公式 (2. 190 EL] 中 首先 发 现 . 
5.3 极限 情形 
现在 研究 极限 情况 . 设 
rw) = mr? Cas), (3. 2 
E(w) = lim£" (w) = [VDH (3.2) 


AGATE. 这 些 被 限 存在 , 但 可 能 以 正 概 率 等 于 oo. 按 单调 收敛 
定理 , 我 们 有 


m, 一 Ef = limit 一 276. (3. 3) 
对 A > 0, 6 Es 
400 = limg, (A) = E,(e^ 9). (3.4) 


定理 3.1 只 有 两 种 可 能 ， 
(A) RANER k SOR Pit# = 00) 一 1， 它 成 立 当 


HWM Et 一 6 = c 
(B) RAH UD EIL O4Po)—1l.TAITMÁB 


[3 ES = DIG <o. 


* OP a 


在 情形 (B)， 
gU UA) 


&G) = lim a ËO, (3. 5) 

是 下 面 的 方程 组 
UP LA) — Cas 十 & 9 (Ad 十 bu LA) 一 AV (RIRA) = 0 
(km 0). (3. 6) 


的 唯一 的 (不 计 常 数 因子 ) 有 界 非 平凡 解 . 

证 ”因为 4 半 0,0 志 加 (0) 雪 1. 像 在 定理 2. 1 中 做 的 那样 ， 
可 以 证 明 p GO (GE ze 0) 满足 (3.6) 

(3. 60 除了 平凡 解 站 ,还 可 以 有 公公 一 个 线性 独立 解 ， 它 可 
以 是 无界 的 ,任意 地 取 QCA) Se 0. E10] 的 引 理 7, 这 个 解 有 界 当 
HAS 


e Vo) a, Vo — DD, aa, Vn — 2) 

IE 6, + 66... + Bb ha tot 
Gu, ita; V CY | | dr 

tp | + hh Ree (3.7) 


My ORB, 上 面 的 条 件 等 价 于 OG, «oco, 


如 果 IG = 00, BHF (OD) AR, (AAS) 只 能 是 平凡 解 ， 
l. 

如 果 IG, < co, (AD) 或 者 是 一 个 平凡 解 ,或 者 是 一 个 提 
平凡 的 有 界 解 ,但 它 不 可 能 是 平凡 解 . 否则 的 话 ， 如 上 眉 所 述 ,将 
di PL = 00) = 1, BE = YG =, BSG < oo F. E 


it. (A CO) 必定 是 上 唯一 的 有 界 非 平 凡 解 . 为 求 此 解 , tE 
BE (Ad) 9 0D Or > co), 于 是 从 (2.3) 得 (3. 6)， | 
现在 研究 HFG: 


mj = ELEF = lima’, - 


° 93° 


ic 
IV GQ mio? 
b, 


hj A, AVG -~k— Loft en 
+ 5 bb. io aa i 


pen) — = limG? — 


定理 3.2 对 所 有 的 整数 有 六 0 [22 0: CA). m? = 
Go; (B) mE Salton O 所 有 的 zi 或 者 全 是 无 穷 


的 , 或 者 全 是 有 穷 的 , SBMA m = X6, «cent 它们 是 有 穷 


的 . 
WE RSI 1.2, RNA 


m; = lima, = lim (Ser. |= See, (3. 9) 
né ite 
由 于 ms zem, ZE M > zt. KG. 9) 3063. 8 得 
mi? = 2m 2,6] 2n. 


mye? so — 110227 7, JG. 9), (. 8) Al me? mo? 
>» 
mi" € amy my Sn Gg)". (3.10) 
ACB) CA) 1G. 7) SE BP FR COO. | 
系 3.1 分 布 函数 (rz) = Pw) x x RHE mP =, 
1, 2, mi? = 1) 唯一 地 决定 - 


证 依 (3, 10)， 当 -<< lt, 


M E < Snr)" * oo, 


n- . nct 


从 而 由 [11] 的 815.4 中 一 个 定理 ,如 wa < cok 因 而 ms < co) RII 

系 的 结论 成 立 , 如 果 m, = 上 , 则 依 定理 3.1(A) 有 PACE = 0) 

z 1. ü 
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5.4 在 排队 论 中 的 应 用 


今 给 出 两 个 例子 , 说 明 我 们 的 结果 如 何 地 在 排队 论 中 找到 应 
Hera] 系统 ). 

fi BVO =1, V) —0 G > 0). AEE? Rr RE XA AS 
n 以 前 在 状态 0 BS a Hp E ER (E [RT AEB ie PA AIA. 这 是 ”个 服 
务 台 被 占用 之 前 , BAS PETI. YEC2. 18) PIG AA g: 


_ d 20 aj tt ay 
Bo by (8507 bb, by 
l 


一 一 一- 02 3). 
AMe +1 
i-h 


$C = Ee = 


用 拉 普 拉 斯 变换 我 们 得 : 
1 一 e Enn = 0; 


PQOU Sax) -1 
0, a «LO. 


"—1 
Ej" = Mg, (M2.14)). 
=o 


从 定理 8.148 PC 00) — 1 4AM EE = 2.8 < oo0; 此 时 ， 


g(a) = lima, (© = ————-, 
iD ig +1 
mo 
- Xs Lm 
1—e me. GE uM 
P(E x r) = . 
of OG i 0, r<0 


例 2 5n 464] 89d TRIG E UR S UE SHY 
E. ed 1899 EG V GO —108 Sn), VGO —0. EFI E iE RE ER. 
们 可 求 出 £7 Bg SA. 
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第 四 篇 ” 生 灭 过 程 停留 时 间 
与 首 达 时 刻 的 分 布 . 


6.1 首 达 时 刻 与 停留 时 间 


H X= ir G), 20) 是 定义 在 概率 空间 OG. P) 上 的 
齐 次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 , PASS UL E= 0.1.2.0. Wc 
转 称 概 率 P;, ,ti) 满 足下 列 条 件 : 当 :0 
P, — 1 la + &)t + of), 
Pa) = bt + eft), (1.1) 
P; aG = at +o). 
a, = 0, a, > 00 >0),4>0G 20), WRX FERN. AR 
i 蕊 是 可 分 .Borel AT MW. PEERS RA RMR PS 
tT, (> = inf(t:¢ 20, r(t, w) = n), (1. 2) 
它 是 过 程 首 达 状态 有 的 时 刻 . 有 时 , 可 将 路 去 而 不 写 出 , 例如 简 
id zr. w) Are) Re, E. WEOL ES dE fh ER CV (OD, CE, 我 们 的 
E A Fe SEK H BELLE 2p RET PR 


£o 一 [v ooa (1. 3) 


* BUE T PRL] 中 的 典范 链 . — 编者 
+ 97a 


的 分 布 . 在 文献 [21 中 提出 了 一 个 一 般 的 方法 ， 其 进一步 的 发 展 见 
文献 -3 一 5], 但 最 后 需 解 方程 组 而 可 能 遇 到 四 难 . 这 里 我 们 提供 
A FE. 它 可 以 求 出 更 彻底 的 结果 . 
HER. RH VG) = UG). 而 
UU =1 (Qon UG)—0 Gin C14) 
AT, dc 3 xp Feo? A ru. Bp 
m [ve de, 0.5) 
它 是 天 在 首 达 十 下 之 前 停留 在 40，1， eor — 1) OP ROTI: T nus 
则 化 为 首 达 ?的 时 刻 . 即 (1.2) sS rh c, iix RES gen] de E ISTE A) 
看 成 停留 时 间 的 特例 ， 
在 文献 [6j 中 给 出 了 六 的 分 布 的 积分 表达 式 , 它 可 从 本 篇 的 
一 般 结果 推出 ( 见 系 3.20. 当 (1.5) 式 中 积分 上 限 为 常数 时 , 停留 
时 间 揭 和 研究 见 文 献 [7]. 


62 一般 积 分 型 泛 沙 的 分 布 


考虑 (1.3) RR BY £7. 以 P. 表 开 始 分 布 集中 在 二 时 天 的 分 
fp, E, 表 对 应 的 数学 期 望 , > 
Fifa) = PE" Sax), | (2.1) 


P. (A) = Eyexp(— Lm) = [Pear (x) (A2 03. 
ü 


(2. 2) 
8| 38 2. 1 
Ph. n CAD = fy (Aha AeA A <n), (2. 3) 
其 中 ACA) 由 下 列 递 推 式 给 出 : 

h(a) = 6,/[AV COD) + by], 

hy (a) = baf DAV GH) + en — aA, AY] Gn ED. 
(2.4) 

* OR « 


iX en = a, + Èn- 
证 令 
Aa (A) = E,exp(— A£*15, (2.5) 
以 下 简 记 | Vx de 为 | 对 停 时 r, DLL BUR col e FORCE GA 
8. REBEL. 则 有 


Pr. n CA) = Exexp| 一 al [^ t NI l 
= E fEl exp{ 一 AL" + 68, "HI Fa on |] 


= E,exp| — al ‘| Eu exp| — (一 对 | 
一 ALCOA Gas. (A) = A, CAA, GA} E IUD. 
此 即 为 (2. 3) 3X. 现 证 (2.4) 3X. 以 表示 OX AST RRR, DUI 


P,(Bxr)—1—e'F.(r), 


E e Yme 一 [eaF, (r) — 
0 


Cm 
Won xc PO 
Mim = Off. C2. 60 式 化 为 (2.4) 式 中 第 一 式 . 其 次 


E,{E E. [eol - az] sj 

(Enl [exp] (-a[ 一 Ap | e 
| 
| 


ACA) 


E 


exp (— af") E. [exp( — af” ex] 
exp[ — af] £sexo[ — af") } 


一 五 。 TWAT P arD = mm — DE, ;exp| 一 AP) 
a 


E. 
= E, 
= En 


TOPQ.GG) = m+ DE, .exp| 一 Ap] ] 


以 (52. 30 式 代 和 人 其 中 的 加 -Tri， 即 得 (2.4) 中 第 二 式 . i 
定理 2.1 
CAD = bby ttt bada ALn AO (Gn), (2. 7) 


^ 99» 


其 中 LOO 是 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 , 由 下 列 递 推 式 给 出 ， 


f(A) = 1, LA) = AVO F bas 
L,(À) = [AV Gm — 1) + e], CA) — a, "EI 
(m — 1). 

(2. 80 


HE RG 4 SE EUH ARS. BH A, 0 BPE 
ha A = U, CAS LOO. (2.9) 
Umo O00 BG Lim CAD FP EEA ECT m m + 1 KA ERU. 以 
此 代 和 (2.4) RE 


en A = [AV Gn) + x — aU, (AY (2.10) 
故 可 取 

U, A) = b, L,). 1 

Ln, — [AV On) + e,1L, (0 — aU, (A). f (2.11) 
于 是 

A, 0 = bL CA /Ls (0, Gan 
以 此 代入 (2,3) 3CBI S (2. 7) 3X. 由 {2.11) 3518 (02. 8 式 中 后 式 ， 
前 二 式 由 (2. 12) 3€ C2. 4) 式 中 第 一 式 得 出 . i 

BG. 70 式 得 
Po, CO = bbb I LOO, (2.13) 
A.A 一 QC /W IA Gm), (2.14) 


故 不 失 一 般 性 , 可 设 开始 分 布 集中 在 状态 0; 而 要 求 出 |... A 
要 求 出 LA). 后 者 既 可 由 (2. 8) 式 推出 , 也 可 如 下 直接 求 得 其 系 
数 . 设 


L(A) = dy + dyad di (2.15) 
易 见 

d,o 一 了 (0) = bbb, (2.16) 

dyn = VOV (YV (a — 1), (2.17) 

dy.) = LLCO = bbb, M, (2.18) 


其 中 Mi RE Bi BÓ. 
* 100* 


M, = E[£" F. (2. 19) 
#21 


Hn . M. 
D dam = DCH Y Tod, us (Os mn), (220) 


20d, = DA (Lm son. (2.21) 
[a] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整数 . WA, 是 以 列 向 量 
; M, M, Ma’ 
da, al Ms 21 + 31 $7773 21 | 
代替 行列 式 
1 0 0 0 
M, — 1 0 0 
AK M,/2! — M, 1 0 
Mj/31 — M,/21 M, 0 
Mtn— 11 — M, sin — 2)! M,-3fla— 3)! "t (—1»r*! 


中 第 m 列 而 得 的 行列 式 . 
证 ”由 (2,13) 式 得 
Gh. CAL, CAD = Bib, b, s, 
两 边 微 商 mr 次 , 并 简 记 
P? = 400, 99? — Anl, L? = LPO), LY = L100) 
G ze 1. 
得 


= n m—i Ho 
D no nif Dp — 0 
EL g? — (— 1M, RL? = id, RA, f 
nt M... 
> (一 D Gaye =O 《2 22) 


或 


m—1 
drow = Mica ur mS, Qm» 
i 


JE BEC2. 200 3S. 4EC2. 22) xx PIX m = 1. 2. s.n, FB 


Md, , 一 da. L 
M: 
2:4 a = Mid l d i 
M M, M,_. 
mano = qu — yyy Fe G ayes t 
+¢— 1)" 'd,., 
HE days du ua ots dyn 3; RD. FASE ey ERES TR. 并 
HER A= (— 1X2, BH48(2. 2D RK. I 
在 文献 [2] 中 已 求 出 各 级 矩 M, — ELLE); B SERE E io E 
了 更 一 般 的 
MP, = ELE! (M; = MS); (2. 23) 
可 以 证 明 
MY, = SiGe, (2.24) 
r: 
而 
Co = VM 
rm b, 
rol . — 
A Adia, dV GE — & OME a 
+ 2; bb; rb; ubi ac , 
(3. 25) 


- VG)., X ana, a4, VG — b — 1) 
Ul. 
Cr 一 Rt 2; Rho G9 


Br (2.260 SRR GY, gi (2.24) 式 求 出 Mi... 再 由 (2. 25)， 
(2. 24) FOR ME ne. BET UL £07 HARRE, RRR 
达 ; 故 可 求 出 一 切 好 所， 其 中 包括 M. 

由 (2.20) 或 (2.21) 式 可 见 , duon ESTEE ARE? ORT m A 
A. LCA) 中 的 系数 最 多 只 依赖 于 二 ”的 前 级 害 , Mani £7 的 
分 布 被 其 最 多 前 n 级 答 所 唯一 决定 , 精确 些 , VCO Site) 
PA m MAK 0. MLA ZRC m, 因此 下, (zx) 被 其 前 
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m 级 所 所 唯一 决定 ， 
(2. 20) 式 建立 了 对 同一 多 项 式 LCA) 中 渚 系数 间 的 关系 . 对 
不 同 的 ”也 可 找到 类 似 的 公式 . 为 此 , 由 (2.7) 式 
Pa, ADE, AY = 名 六 CA Ck <n), 
然后 重复 系 2. 1 的 证 明 中 的 推导 ,得 


mr 十 1 
d,. _ 一 UA Mid, sic Drbe LLL: am 


(l S mE n. (a, = 9, ga <om). (2.27) 
特别 , 4 4 = OF. 此 式 化 为 (2. 20) xk. 


6.3 停留 时 间 与 首 达 时 间 的 分 布 


今 国定 状态 = 及 呈 十 有 ,考虑 由 (1.5) 式 定义 的 停留 时 间 x,» 
对 应 于 它 的 多 项 式 记 为 S.C4), 由 (1.4) 和 (2.8) 式 , 后 者 满足 关 
RA 
S4Q) = 1, 5,00 = A bys (3.1) 
SA) = (A+ 6,38, (A) a dd AO G i n), 
(3. 2) 
Syn A) = eus Sau 一 
Ox Ry. (3.3) 
引 理 3.1 SQ — 0 (1 im zn T 42 IHR Ee PR. 而且 
都 是 单 根 . 
证 ”此 结论 对 满足 (3.1)、(3. 2) HBA SL OO Om <n) 
CAM CRO). MRE a «minc. BR 


en SA] 
AO = Tea HE Si <n +e), 


(3.4) 
BR. WSS.) 有 相同 的 零点 ,但 由 52. 16) 3$. 57; CA) 的 常 
* 103* 


数 项 OO) = 1, 由 (3. 3 式 得 


$^) m REL AQ — ELS a) ai <b), 
boty 月 十 "一 1 
(3.5) 
以 下 了 略 去 4 而 不 写 出 . 由 上 式 得 
ee g” 1 m mu 
Toa] 7 0 ari 0—— i — (CR uL UU Sce) 一 
da- 1-2 a, C3 ca 
办 :本 C. gu. 
双方 对 ] EG RGKGU. 8 
A — EFL. {3. 6 
tk 
Au — QAO, Li t tt — 0. 


"ri b bu ` Ub 


对 此 国定 的 w， HC. 10, (3:20 式 可 见 57, 和 97, RI Ba 
一 1 次 多 项 式 . 由 (2.17) 式 ,， 它 们 的 最 高 次 项 的 茶 数 皆 为 正 ， 故 
San WE n KEAR. A ei^ 记 9700 WEA. BO 
Op > A pT pT pr, 
显然 
SD = Aa aa ). 
WFM, A) — oo, MA ui? > ur. eC) > OTT 
Aaa?) <0. 同样 推理 知 97,00 与 (一 Y BE B, & 
$7,400 ECGs iP) 中 有 零点 ; 1— 1:2, n — 1. BR 
AO) = 01, GLA -FAE 0) 中 ,于 是 
Qm Gp) m quam m air! pp moe m aint? m aim 
(3. 70 
注 3.1 如 将 5C3.6) 式 中 的 A 换 为 任 一 正 数 ， 易 见 (3.7) 式 
仍 成 立 . 
为 方便 计 ， 令 AU 一 一 pe? > 0. 由 引 理 3,1 
+ 104 。 


[I (A+ APP) On EL. 


Sn (A) =] . (3. 8) 
[| CA+ AP) nimiin tA 
i l 


FEP 0 LA cape 


4 


Far) = PG, SS xD. 
定理 31 Amon <n) 出 发 , 停留 时 间 co. B3 2p n S X 
F0) 是 混合 指数 型 的 , 其 密度 为 


. er 6sbu bra SV C ATP uen 
fu) 一 » CC» e7% en 


fi-l 

(3. 9) 

dA rS; OO = m,n tO AG DG 32 RM, S BM S. 
的 导数 ， 


Si A793 = T[ art? — arte, (3. 10) 
证 — HOD 式 
bb, bate Sm CAD 
Sata 00 
VA CI. 80 HALA BE IR DEBE Hi Wh 2E T6 BE FS AK ze 3E. [| 
APRA NA. = 7. EUR 
系 3.1 Amnn) BUR CBE n MN) r 有 分 布 密度 为 
z PETA C AP) aa, 
Fmt) = >} FS eV, — ($10 


;—l 


Hp SAG = m, n) HOG- D, G.2) RA. 
下 面 简单 讨论 停留 在 高 水 平 状态 的 时 间 , 到 
则 AG) =0 (Oxr-nhG)-1 CG Bea), (3.125 
ty = Jr" hot 


EBAn +i ZA REl, atl. ntk 1) SR. 
Hi CZ. 82 3X. 它 所 对 应 的 多 项 式 Ha (4) 应 满足 


9. mue» 一 E,e "a = 
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HQGO =). AA) = by imb; Sica), 
H, (A) = bbb, CA + 5, 
HAY = Ato OT, 
Gare baa eH; OD CL Sisk). 
可 见 AA isin) BRM, WAL) 是 4 的 :次 多 项 式 ,后 
者 对 4 的 关系 正 与 (3.2? 式 类 似 , MEA THERA 由 (2.7) X 


站 
Fi,- e» 


E,expt— AL, 一 


因此 , PLC Sao 有 密度 为 


bab, ts b. A, ere ads 
mac Cx) — Y H yeto y e " y 
r=] al’ 


其 中 一 YP' BHO) m i=l k. 


(Os m «nd & 


6.4 极限 分 布 


引进 
143", 


ea > Beg (4. 1) 
+ 


PY LAGE RAO, 24 z = co 时, X II AR S e RR O. AR. D 
式 中 的 多 项 式 500, d 
SAMA) = 14 eA HR eu Ee + eas (4. 2) 
由 (2, 20) 及 (2. 23)—(2. 25) XI 
jd; std; | 


Cu Er, Est BD | i * 2 bb, anb, b 


(=t r—j--1 


(4. 32 


一 般 地 


* 还 可 证 明 : 苇 中 的 碟 人 马尔 可 去 链 ! 褒 散 时 间 参 数 ， 的 一 切 状 态 常 返 的 充 要 条 忻 
是 = 一 o. 
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us UG yu adi a AI — 7 — 191 
EL 一 VIS +5) pm hob iu | 


(4. 4) 
UG) pd]. 4) 式 定 义 , 令 
A, = limA, — ELI (4. 8) 
i 全 b.b, rns 
显然 
i E asd; bbb, 
Ay = E l 2, bb, b, | audite, c 
因此 ， A, « co SH r-F zw e, 
BER Er ce BE. Pil pio n] 的 极限 . 
定理 4.1 只 有 两 种 可 能 : 
12 2H z = co, BJ 
H, È [ — — -z 
limP, (+< z) =] 已 (4. 62 


2) dl z <i oo, yi 


e A . 
lim. [get Ll < 了 j=- f > c Gy dt. (4.7) 


toe 


这 里 

ae 一 da" >00, d, = An kEm — Cai) E 64 79 0, 
而 一 am (j = 1.25 "4 n) 是 

FAY 21-7 STA Men — i) + ew] = 0 


Hn “EARL Cain = 03. X 
— BY 4A | ^| 
B= fpe OD = BH "AL 
证 BIO. 6), C4. 22 式 


FA) — 1-4 Awe — 6.0 H e MS (BD 


im] 
由 (3. 4) 式 
« JO? 


arg — 
Eje "sm GCA = zog 


Eoln a = g (0 = Ap Em — C, wid d as 
Ih X Ca. 8) 3X, 得 


i | T i À | 
Eoexp| — à EL] = VE a ET 


Aute — Co. 十 cm 
=1/h +à t > [Aa Ga — Crs. D 十 end 


1) ie z = æ, FAitflim Ay = co. M ER ATO, 


=A}. (4.9) 


|| lz T ELI 1 — 1 
- Au — € 4,9 He 
xz ^ nk Ri EÉn—l. i nr A 
2) [AA Cem — €, "m. 十 Ca] 


kool, ATF 0， 故 


Ts. & — 1 
limE sexp| À Ec, TIFE 


此 等 价 于 (4.6) R. 
Qe co, 因而 A, = lim A, < co. HiG. 6), (4. 8) 式 得 


Sa) — lim27,,,C) = 97,00 Oo S97, CD) 
kore 


= 14+ SOTA Men — e. + eM 


i=] 


由 引 理 3. LRM. KOA) 一 0 有 = 个 互 异 的 负 根 , 记 为 一 aim， 
FHA, 2.6, n, Bey = Ent, kk 
d, 一 A. Cea — Ca-1, » + fn = 0. 


设 | Z| = 9 的 根 为 — B. BRA? = da? > 0. 根 据 (4. DR 


lim E.exp| —A et 


iy ed 


= {1+ SAn — Ga) ted] 
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— TI 


i 


-AAT = zin nds 


2 "mox 的 系数 为 (4. Deu, 一 i Bk n Mx E ES 
Q, OO 中 ,大 的 系数 为 1. 又 因 


加 AY . H, _ 
lime 3 | =1,% him ay = he 


dieit IESE EE l, 第 431 页 ] 及 反 演 公式 即 得 
ub (4.7) xk. a 


注意 , 由 定理 4.1 可 见 : 当 z 一 ce 时 ，(4.6) 式 中 的 极限 分 布 


不 依赖 于 停留 集 (0，1，…，a 一 1) 的 状态 数 n» 而 当 =<cc 时 则 不 
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第 下 篇 ” 生 灭 过 程 理论 的 若干 新 进展 


7.1 定义 与 数字 特征 


dX = ir lw), £20) (we DWE MRR. P) E 
的 齐 次 可 列 马 氏 过 程 ,状态 空间 EASIER PERE 
阵 为 PQ) 二 (Pj) ,i ,了 EE., 称 它 为 生 灭 过 程 ,如 果 当 1-*0 时 ,有 
Pui GO) = bt + oft), 
ino = at + olt), (1.12 
PG) = 1 — (a; + bpt + ol), 
其 中 常数 20, a0 G0), 85>0 GSO). 4 cai b, KE 


Q= s. nae ven oon oun m ery Cl. 2) 
0 0 O - a, —c b, 7 


为 过 程 的 密度 矩阵 ， 以 下 无 特别 声明 时 , f EE 2p =O, XX ERIS 0 

ARMS. 还 可 以 假定 为 典范 过 程 , 即 为 可 分 、Borel FM. 

下 半 连 续 的 强 马 氏 过 程 . 由 《1.1》 知 , 如 质点 沿 过 各 的 轨道 而 运 
dli 


a. BRA HR. 下 一 步 只 能 转移 到 ;一 1 与 ?十 1, 概率 分 别 为 
adei 与 bifc,. 

生 灭 过 程 在 物理 、 生 物 、 医 学 、 运 筹 学 与 工程 技术 等 方面 有 
许多 应 用 ; 从 理论 上 看 , 它 的 结构 比较 简单 ， 所 以 在 基 些 问题 上 
可 以 取得 彻底 的 结果 ， 因 而 可 以 作为 一 般 理 论 的 先导 . 例如， X 
于 间断 型 马 氏 过 程 的 爆发 问题 ( 即 第 一 个 飞跃 点 有 穷 ); MEMS 
生 过 程 开始 研究 的 . 关于 生 灭 过 程 生 动 而 有 趣 的 介绍 见 [13], 建 
立 在 测度 论 上 的 系统 论述 见 [1]. SRR RAHAT SRE KE 
理论 的 一 些 新 进展 , 侧重 于 国内 所 得 的 部 分 结果 

利用 a;、&:， 引 进 下 列 数字 特征 : 


d; | 1 . 
i+ Sm aan (mT RS 
(1.32 
1l 一 bib, mbi . 
um a; + 2; a;B; at adiu] 90. (1. 4) 
R= Sin. S = Ser (1.5) 
以 及 
atya 
o= 0, noi ETE eda (1. 6) 
EDE FARRE. Up 表示 过 程 首 达 状态 = 的 时 间 , B] 
9, (9) = inf (tt 220, 2.4) = n), (1. 7) 


RNAS SR TF MAH oo. DLP dO BIB HI PO) 所 产生 的 
BOE. 它 对 应 的 数学 期 望 记 为 五 . WA m = EA, R= E, (7 
=limy,). Xx Bb m RAHA, 首 达 i 十 1 的 平均 时 间 , gu R UU 
是 自 0 出 发 , 首 达 附加 状态 ce 的 平均 时 间 . 至 于 e; SS 则 恰好 有 
相反 的 意义 , 它们 可 分 别 直 观 地 理解 为 : 当 oo 为 反射 壁 时 , 自 i 到 
i 一 1 与 自 oo 到 0 的 平均 时 间 . 

Un, n) SER BILE IB URL, EDK en 之 前 先 到 达 m 的 概率 ， 
Wi m kn A 
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pon, m = =, pin m) = Sm = (1.8) 
Eq, GO 表示 自 上 出 发 , BARS D KARMA K m OR. Dol 
(z — zi — Sands hms 
gam) 2 km; 
afe, + bm — tipide lz — zy), 2 =m, 


(1.9) 
因此 ， 当 和 且 只 当 z 二 oo Bf. 嵌入 马 氏 链 的 一 切 状态 都 是 常 返 的 . 


7.2 ROMAH 


许多 实际 问题 (例如 停留 时 间 与 首 达 时 间 等 ) 可 以 化 为 下 列 
形式 : 设 VO) 之 0 为 定义 在 上 的 不 恒 为 0 的 函数 , 考虑 随机 积 
Sy Hii BE 

£^ (uw) = va) dr, (2.1) 


WOR EO 的 分 布 F(T) = PO Sa). Aik, 我们 研究 其 拉 普 拉 


$4, CÀ) 一 É,expC— A&P} = ['e-var, (x), (3.2) 
它 可 以 求 出 如 下 : 
定理 2.1 wen, 有 
CAD = bb, rnb, ta (AE, CA), (2. 3) 
其 中 LC) 是 次 数 不 超 过 mm 的 多 项 式 ， 由 下 列 递 推 式 给 出 ， 
LO = 1; 


DO = AV(0) + 5,, 
EA) = [AV — 1) Ha ca d]E a O0 — a, b Lu Ln A 
(m > 1). 
(2. 4) 
在 (2. D c 2 — o5, 以 Pi- JOE 1, BRA 
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gr centr can, EPA E = vao, 

关于 的 有 穷 性 ， 有 下 列 零 壹 律 ，: 

定理 2.2 Pil < co) = OXE— UI] &, w — XI— 9] &. MES 
= œ R EQ < co WE. 

至 于 有 的 分 布 的 拉 普 拉 斯 变换 ,可 证 明 它 是 一 代数 方程 组 的 
崔 一 非 平 凡 有 界 解 [1. 3]; 在 某 些 情况 下 , 可 以 由 此 找到 此 分 布 
的 表达 式 . 例如 , S4 V(00 =1, VE) — 0 G 2 00 Bf. wR 
co 以 前 在 状态 5 的 停留 时 间 , 这 时 


一 exp| 一 YA 2,8]: x20; 
『 一 刀 
0, ema 


其 中 (2.5) 
Es 一 l/b, EH; — aa; ea fbl, bibas 


i 


X E 一 5 
现在 将 此 例 一 般 化 .考虑 了 (CD UG. 而 
UG =1 (Q0Ozxi«n) UO =0 G zn). 
(2. 6) 
ic 
Ja = Í ""U ade, (2.7) 
它 是 (2,1) 4V =U 时 的 特例 . J. ERA n +k ZH. ERS 
(0, 1, ,一 D 中 的 停留 时 间 , M Jus MEA IA n BEER] Ep 
1.7) "PAD 9... ECTS Io E REOR IB AER a D PAV AAU, 
18 —£8H BMH SCA): 


§,() = 1, 

S, = À+ h, (2. 8) 
SCA) = (AF 6 8,402 — ai 45; 45; tA) 
«ium. (2. 9) 


Spri CAD = cuu Sua) 一 ci Enti- Onei 2 (AD 
* Ild» 


(l<i<k), (2. 10) 
AT ATE AA: S.C) = OM RA” BPO PL 而且 都 是 单 根 . 从 而 有 分 
解 式 


i=] 


(2. 11) 


n 


[AHA m&n 
$,00 = 


I] 444. namant. 
i=1 


HP 0 «AU <A? Ue 
Bom WA. 停留 时 间 Ju 的 分 布 活 数 记 为 
Ema lt) = Ppa L a 
因而 首 达 ”的 时 间 加 AP A eR Fa (2). 
定理 23 Hmn <n) 出 发 , SAR J 89 2 p ER C 
FO 是 混合 指数 型 的 , 有 密度 为 


T EE Ae Py acre) 
Far) 一 2; USC AC, e ^ £a 


(2. 12) 
FP SAG =m, ntk) 由 (2.8) 一 (2.10) Bi, S' 表 5 的 导 
数 ， 


S uC— ADU) x [| ar — Ante, (2.13) 


zt 

特别 , 首 达 的 时 间 如 有 密度 为 us GO. 

FTE Yk oof, Pol ot <2] 的 极限 结果 发 现 , 极 
限 分 布依 赖 于 (1. 6) 中 的 = 是 否 无 穷 , e — oo 时 , BAGRE 
(从 而 过 程 X 本 身 ) 是 常 返 的 ， 

定理 2. 4 只 有 两 种 可 能 ， 此 极限 分 布 或 者 是 指数 型 的 ， 或 
者 是 混合 指数 的 ， 

如 X = ocn, Tir 


limp; P2 - 


keu 


£ r| sle. (2. 14) 
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如 zz «ce. BW 


lim. E x a] = f S A erdt, (2. 15) 


其 中 AS. 2,770 BRR. ENUM Bee PHT ai. 5; 3€ 
AK. Bw [2]. 

由 此 可 知 , d z—oo. FRR AR EO, 1, en — 
D PRR ns 而 当 ><<ce 时 则 反 是 ， 

以 上 诸 定 理 的 证 明 见 [1.2. 3]， 有 关 问 题 也 见 [14 ]. 

至 此 我 们 着 重 讨论 了 停留 时 间 . 关于 一 般 的 由 (2.1) 定义 的 
中 的 深入 研究 见 [5],， 那 里 发 现 : Am 出 发 Gn 0. EIAS 
仍 是 混合 指数 型 的 ; 此 外 还 证 明了 极限 分 布 必 为 汇 穿 可 分 ， 即 如 
对 适当 选择 的 常数 BO K a WERKA TA 


ial 


limP, d E $^ aec zl 一 GG), 
Ju HR fp RG) 是 无 穷 可 分 的 . 在 [5] 中 还 得 到 了 下 列 极 


REM: 


定理 2. 5 
(OE oo “各 con- oo), 出 强大 数 定律 成 立 ， 
即 
pgs o} =: 


(2) 在 上 述 条 件 下 ,如 补 设 c>>0,， 则 中 心 极限 定理 成 立 ， 即 
gor 一 E” ci 


: 1 T 2 
1 P. EN = — of "2d . 
am | af DE) | Ax]. t 
以 上 都 假定 了 开始 状态 men. WM mon. WAFERS n 以 
前 缺乏 像 5 那样 的 反射 壁 而 发 生 新 困难 ， 万 余 博 对 此 作 了 研究 . 
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7.3 构造 问题 


沿 生 灭 过 程 轨道 的 运动 可 如 下 措 述 : UE A ECT x0 出 发 ， 
在 i 停留 一 段 时 间 n. 变量 mn 有 参数 为 (一 ai 十 5b) 的 指数 分 布 ， 
BUB BEBE SUUS r), 


b. 
Prid sit DS Perm) si l) Ss, 


C; 6 
然后 在 x(r,) 义 停 留 一 段 时 间 , 在 cu BEEPIESR UBER. HUE E 
续 . 于 是 得 一 列 跳 既 点 
O< <n cy tos, 

称 r 为 第 一 个 飞 婚 点 . 易 见 已 (一 人 一 1 而 且 只 有 两 种 可 能 ， 
Math fA Pr =o) = 1 RO, WU R-—csomR-«cotmig.3x 
是 Jlo6pyunm 证 明 的 ,可 看 成 定理 2.2 "C$ VG) 三 1 时 的 特例 . 

MRR co, 过 程 的 轨道 以 概率 1 是 阶梯 函数 ;这 时 过 程 的 
BEER APO 完全 由 密度 矩阵 怠 诀 定 . MRR oo, WH 
DE DERE 以 前 的 转移 性 质 , 它 不 能 回答 在 Lr', r 十 s) 中 质点 
如 和 何 运动 ;为 此 必须 再 引进 一 些 特征 数 来 刻画 在 这 段 时 间 内 质点 
的 行为 . 由 于 Pie, 一 ce) 一 1， 所 以 这 些 特征 数 的 作用 在 于 肇 
苏 质 点 在 到 达 附 加 状态 ce 后 , MPRA E PR. SERB E rp 
某 状 态 i 后 , 它 又 像 上 面 所 述 的 那样 ,继续 前 进 . 

所 谓 构 造 问 题 (或 者 Q 问题 ), 是 说 预先 给 出 形 如 (1.2) ey 
阵 久 后 ,要求 出 一 切 生 灭 过 程 工 , 其 密度 矩阵 为 Q@. 我 们 称 这 种 这 
程 为 Q- 过 程 . 或 者 ,用 分 析 的 话说 ,要 求 出 一 切 转移 概率 矩阵 
PO, 它们 满足 (1. D 用 微分 方程 的 术语 ,这 相当 于 要 求 出 . 

P'(t) = QP, P(0) — I (3.1) 

的 全 体 解 POO. BT AERE). 

如 上 述 ， 如 用 仿 中 的 元 按 (1. 300. 50 作出 的 R= oo, SI EXE 
唯一 的 , 此 解 即 通常 所 谓 的 最 小 过 程 . 以 下 总 设 呈 之 0, 可 以 用 

。 了 TI7。 


概率 的 方法 构造 出 全 部 Q 过 程 . 结果 发 现 : 任 一 外 过 程 , 或 者 是 
Doob 过 程 , 或 者 是 一 列 Doob 过 程 的 极限 . 
所 谓 Doob 过 程 的 概率 结构 是 ; 任 取 集 中 在 上 的 概率 分 布 


(di), d, 0. Ddi =L KAR d 于 是 当 质点 到 达 


co 后 , 醒 以 概率 d; 立 即 回 到 状态 i, Doob 过程 由 @ 及 {dq;} Re. 故 
id E XO. 过 程 . 
BxGO.tz0FAE—QiufÓ. 
B (0) = inflat ze cw). rw) Sn), 
vi^ = Perim) = D. 
BÉ EE EE RO FIRER (6. go ra n > 0) 如 下 :可 
以 证 明 , 存在 极限 


a—1 
Y 
S vcw ind 
: i-b ; Ua Cag 
p = lim 一 " g — lim — ， 
me — n 
> Uf" Cu > ee ey 
rao imo 


HP cuwo = Ce — ey fe = GeO) [RL 9) x]. 

如 果 一 切 vi = 1 Ze 0), XE Xr, — 0n SO) MER, 使 
vf? —1, GÀ), [B uif? <1, 则 先 任 取 一 正 数 ,并 定义 不 依 
HT m 的 

rc Uy, fol”, (m 7 max(n, &)} 
pq 及 {r.}( 除 差 一 正 的 常数 因子 外 ) 被 Q 过 程 所 唯一 决定 , dE 
fi, 而 且 满 足 条 件 


户 十 4 一 1， (3. 2) 

0< nk «o, plo, (3. 3) 
i-0 

r, = 0, W p = 0， (3.4) 

q= ù, 如 5S = co, (3. 5) 


其 中 民 = Sm. m OL 0.S 直 (1.5) 给 出 .下 面 的 定理 完满 地 
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解决 了 构造 问题 , 它 说 明 在 全 体 忆 过 程 与 全 体 如 上 数列 之 间 存 在 
一 一 对 应 . 

构造 定理 。” 设 已 给 (1. DERE Q., 满足 条 件 R <. M 
下 列 结 论 成 立 : 

G) f£— Q x] B (x, (90 , t zz 01 的 特征 数列 {p, qr Or 
满足 (3. 2)— (3. 5). 

QD 有 反之 ， 设 己 给 一 列 非 负数 p, Go rn ， 满 足 
(3.2)-—€3.5) XX. MFE Ot Biz 0. 20} "ewan 
列 重合 于 此 已 给 数列 ;而 且 它 的 转移 概率 PL) 满足 

Pt) = lim PP (C). (3. 8) 
这 里 PPO) BQ. VU 过 程 的 转移 概率 ， mp V = Cop”, 

vi") 集中 在 (0; 1,0, 2) 上 ,如 下 给 出 ， 

车 p=, "pm 

vi? —0(0sx jn, vi? =], 
p> 0, MF 

v? = XA. (ORi<n). 

v? = Y, + X, S rcal A. 


Pea 


其 中 cn 由 第 2 篇 的 【2. 6) 式 给 出 , 又 


0 A, = Sine. x po, 


f=0 


xX = pA. 一 x 
"7 PAG — za) + gAgz’ 
Y. = qa, 


pA. — x) + gA 

利用 构造 定理 , SRR GR TE. MER 
零 意 律 等 问题 详 见 [1.6]. 

至 于 as 可 以 大 于 0 以 及 过 程 可 以 中 断 情 况 下 的 构造 问题 ， 则 
在 [1, 4, 9. 15] 中 完全 解决 . 

上 述 构 造 方法 的 进一步 发 展 见 [6.11] 
* 119* 


7.4 其 他 进展 


与 生 丈 过 程 紧密 相关 的 有 双边 生 灭 过 程 与 广 生 灭 过 程 ， 前 者 
的 状态 空间 为 全 体 整数 ; 后 者 则 是 这 样 的 齐 次 可 列 马 氏 过 程 、 从 
状态 i 出 发 , 下 一 步 可 能 向 后 跳 皮 到 0, 1, s i 一 1, 但 向 前 则 只 
能 到 :十 1， 例 如 以 x, 表示 t+ 时 某 汽车 站 的 等 车 人 数 , 一 般 地 ， 旅 
客 是 一 次 只 新 来 一 人 , 但 汽车 一 到 , 则 剩 下 的 旅客 数 可 能 是 0， 
1，…， 天 一 1， 因而 可 视 r, 为 广 生 灭 过 程 . 张 建 康 第 一 次 系统 地 讨 
论 了 这 类 过 程 ,引进 了 数字 特征 , 研究 了 其 积分 型 泛 函 的 分 布 等 
问题 . 关于 双边 生 灭 过 程 的 研究 见 [6. 7. 10. 12]， 近 年 来 开展 
了 章 次 马 氏 过 程 的 可 道 性 、 有 势 性 的 研究 ,， 并 引进 了 概率 流 的 概 
S. 在 [10, 12] 中 对 生 灭 过 程 与 双边 生 天 过程 研究 了 这 些 问 题 ， 
取得 了 相当 多 的 新 结果 . 薛 行 雄 则 研究 了 生 灭 过 程 与 位 势 的 关系 ， 
此 外 , 美 于 多 维 生 灭 进程 的 研究 还 不 多 , 这 是 一 个 很 值得 讨论 的 
课题 . 
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第 D 郑 
随机 泛 函 分 析 


ABE 1 篇 即 第 Sd. 第 8 篇 的 原始 论文 在 国内 是 第 一 次 较 
系统 地 论述 随机 泛 函 分 析 的 、 其 中 的 8. 4 即 广义 函数 空间 中 的 随 
机 元 是 作者 所 得 到 的 结果 . 在 国内 ， 它 开 随机 泛 函 分 析 研 究 之 先 
河 、 随 机 泛 函 分 析 是 概率 论 与 泛 函 分 析 交 界 的 边缘 学 科 , 它 以 抽 
象 空间 中 的 随机 元 一 一 抽象 空间 值 随机 变量 一 一 为 研究 对 象 ， 随 
机 元 是 通常 的 实 值 随机 变数 概念 的 推广 ， 实 数 空 间 中 的 随机 元 姨 
通常 的 随机 变数 := 维 欧 氏 空间 中 的 随机 元 就 是 通常 的 2 维 随机 
向 量 ; 而 定义 在 LO, o) 上 的 实 值 荔 数 空间 中 的 随机 元 就 是 通常 
的 实 秆 随机 过 程 . 自 第 8 篇 的 原始 论文 发 表 以 来 的 30 余年 间 , Bl 
机 泛 滔 分 析 在 我 国 得 到 较 深 入 的 研究 和 很 太 的 发 展 . 
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第 8 篇 分 3 部 分 . 第 1 部 分 讨论 随机 元 , 第 2 部 分 讨论 随机 
变换 .前 面 2 部 分 是 随机 泛 函 分 析 的 一 个 概要 ， 第 3 部 分 是 作者 
得 到 的 新 结果 , 研究 了 广 闵 孙 数 空间 中 的 随机 元 ,， 并 得 到 一 些 极 
PRE E. 
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第 Clu 随机 泛 函 分 析 引 论 


8.1 产生 原因 与 内 容 范 围 


随机 泛 函 分 析 是 概率 论 与 泛 函 分 析 交 界 的 边缘 学 科 ， 产 生 的 
原因 主要 有 二 : 一 是 由 于 概率 论 研究 对 象 的 日 益 扩 大 , 上 古典 概率 
论 主要 研究 随机 变数 ,这 远 不 能 满足 其 他 学 科 与 技术 的 需要 ,应 
该 研究 一 般 的 随机 元 , 例如 随机 的 曲线 、 随 机 的 连续 函数 、 随机 的 
可 积 函 数 等 等 , 这 些 元 素 已 不 再 是 实数 或 复数 了 .因此 ,有 必要 
建立 一 般 的 理论 ,以 研究 抽象 空间 中 的 糊 机 元 ,这样 ,就 必须 用 
到 泛 函 分 析 中 的 方法 和 成 果 ， 其 次 是 由 于 实际 中 不 断 地 提出 随机 
FH, 在 这 些 方程 的 内 部 或 边界 条 件 中 包含 着 随机 的 函数 . 正如 
泛 函 分 析 以 一 般 的 算 子 理论 来 研究 方程 一 样 , 有 必要 建立 一 般 的 
随机 算 子 的 理论 , 或 者 说 , 随机 变换 的 理论 , 来 研究 随机 方程 ， 
例如 随机 积分 方程 等 等 ， 基 于 这 些 原 因 , 研究 随机 泛 函 分 析 的 人 
日 益 增 多 .然而 由 于 它 的 历史 很 短 〈 就 作者 所 知 ，1956 年 才 正式 
提出 随机 请 函 分 析 的 名 称 )， 目 前 它 还 处 于 发 展 的 早期 阶段 ， 即 
主要 是 用 泛 函 分 析 来 解决 一 些 概率 论 中 的 问题 的 阶段 ,关于 随机 
变换 及 其 对 随机 方程 的 应 用 还 研究 得 很 少 . 因此 , 它 的 内 容 范围 ， 
也 远 没 有 定型 ，, 不 过 ,如 一 般 所 设想 的 “9, 它 至 少 应 该 包含 Ba- 
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nach zz[ujrhBüsi;r. ALM SEL X S3 — PAB. 作为 对 
这 一 学 科 的 介绍 , ER 8. 1 节 外 ， 本 篇 就 依 此 而 分 为 三 节 ， 前 二 节 
(8.25 8. 0. 是 捷克 数学 家 们 特别 是 Otto Hans 的 工作 , 这 里 基 
本 上 包含 了 [15 一 18] 中 的 主要 缚 果 与 方法 . 8.4 研究 广义 应 数 空 
问 中 的 随机 元 ,由 于 全 体 广 处 函数 不 构成 Banach 空间 , 故 不 能 
利用 前 二 节 的 主要 结果 . 与 前 二 节 不 同 , 本 节 内 所 有 结果 均 由 作 
者 得 和 到， 现在 分 别 介绍 各 节 中 主要 内 容 与 研究 情况 . 

随机 元 的 定义 各 家 不 同 , E. Mourier gk A WS CO. 
c) 到 Banach 空间 的 映 象 六 为 一 随机 元 ,如果 对 每 有 界线 性 泛 
KSEE (EMSA, 了 (VD) 是 一 随机 变数 , 4 E 为 可 分 Ba- 
nach 空间 时 , 此 定义 与 OQ, Hans 的 定义 一 致 , 但 在 一 般 的 Banach 
空间 则 不 同 . A. H. Kosworopoe 和 10. B. Upoxopon-"-ERT 8| 3t fj 
概念 则 是 随机 过 程 的 一 般 化 ,把 随机 元 看 成 可 测 空间 中 的 测度 ， 
我 国 在 此 方面 工作 的 有 胡 国 定 、 郑 曾 同 1: 等 人 ， 本 篇 中 考虑 的 是 
概率 1 ug S. 在 [20] rP Und Sz n] d PE Bg zs [8] Up a Hr P0 fru Sic 相 
当 于 随机 变数 列 依 分 布 收 仇 的 一 般 化 ， 关 此 ,在 关于 极限 定理 的 
强 弱 这 一 点 上 , 正好 彼此 补充 ，8.2 在 讨论 随机 元 的 一 般 性 质 后 ， 
主要 研究 随机 元 列 的 概率 1 的 GO - 收 伍 ,然后 利用 所 得 结果 以 研 
究 平 稳 序 列 ， 这 里 还 应 该 提 到 工 ， 正 . Dubins 关于 随机 元 的 工作 
[22]. 他 的 定义 与 上 面 提 到 的 均 不 同 . 

8.3 讨论 随机 变换 , 证 明了 随机 的 不 动 点 原理 , Banach-Hahn 
E, CCo, 1] 中 随机 线性 泛 画 的 表现 定理 和 道 变换 、 共 斩 变 换 的 
可 油性, 为 研究 随机 泛 函 方程 作 了 基本 的 准备 工作 ， 见 [14]. 

RRR PHM RHE. 广义 过 程 的 定义 也 各 
家 不 同 . [4] 中 定义 广义 过 程 为 基本 空 闻 下 上 的 线性 连续 随机 泛 
A. Weare TS RU; [5] 中 称 广义 过 程 为 取 值 于 D^ (0) 中 
的 线性 连续 随机 泛 泣 , 收 钱 性 指 均 方 收 化 ;而 依 [6j] 中 的 定义 , 则 
广义 过 程 的 每 一 现实 是 J]。Minkusinski, R. Sikorski 观点 下 的 广 
X BU. 我 国王 寿 仁 在 [23]. PARE [7] 的 工作 中 ， 即 采用 
这 种 定义 ， 本 篇 采用 [9, 10, 11] 中 提出 的 定义 , 其 特点 在 于 使 
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广 闵 过 程 的 每 一 现实 是 L. Schwartz BM PAS SER CU g. 4 
中 , 引进 了 广义 过 程 的 条 件数 学 期 望 的 定义 ,合理 的 定义 应 该 具 
备 两 个 条 件 ， 噬 要 保留 区 机 变数 的 条 件 期 望 的 基本 性 质 ， 又 应 满 
足 极 限定 理 的 需要 . 从 这 两 点 出 发 , 不 期 发 现 , 广义 过 程 的 条 件 
期 望 应 该 这 样 定义 , 它 在 形式 上 与 随机 变数 的 条 件 期 望 完全 一 
样 ,接着 研究 了 它 的 存在 与 表现 形式 ， 在 这 项 工作 完 碟 以 后 , H 
然 地 想到 应 该 类 似 地 研究 Banach 空间 中 随机 元 的 条 件数 学 期 望 ， 
后 来 知道 这 项 工作 已 经 在 [24] 中 完成 ， 在 得 到 了 随机 元 列 的 概 
率 1 gk SEE. 然后 应 用 它 于 平稳 广义 过 程序 列 , 以 证 明 对 后 者 
的 加 强大 数 定理 . 

为 便于 阅读 , 证 明 的 叙述 相当 详细 , 本 篇 中 所 需 的 泛 函 分 析 
知识 , 可 在 任何 一 本 泛 函 分 析 书 如 [25] 中 找到 , 概率 论 知识 则 
(至 少 形式 上 ) 不 要 求 , 测度 论 知 识 见 [27], 例如 ,可 测 空间 的 定 
XX [27] 817. 

最 后 , X BELL ROH EH. 这 里 只 提出 随 本 积 
分 方程 的 研究 ,看 来 这 是 不 可 避免 的 课题 ,但 自前 已 有 的 工作 还 
是 非常 初步 的 (SB [14]). 


8.2 随机 元 


1. 随机 元 的 基本 性 质 

X 2.1 设 0,0), CX, 38) 为 二 非 空 可 测 空 间 ， 双 了 为 
自 全 了 n= w) AX= GO MRR, 如 果 对 任意 的 BE 党 ， 有 Ww 
:V (w) EB) Ca, MRV HABE ON LMR X PME 
元 , Sings (2.5) — (X, 580 (ROX) 随机 元 ,或 称 随 机 变 
HB. 

特别 , 如 CX. 22 为 一 维 Borel Wet. 即 X= {一 0， 
oo), BAA (— oo, o0) 中 全 体 开 集 的 最 小 5- 民 数 ， 则 此 时 O— 
X 随机 元 即 通常 的 随机 变数 . 
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有 时 为 了 在 下 中 考虑 收 印 性 ， 有 必要 引进 拓扑 ， 称 (XX, CC， 
38) 为 可 测 拓扑 空间 ,， MR (X CO Wesel, CX, B) 为 可 
测 空 间 , mi EL" 4-7), RKECHX PRA SARK. m 
KR, B= (2)，- 吧 为 天 中 全 体 闭 集 所 成 的 集 . 特别 , 如 果 CX. 
CO 为 距离 空间 ， WAR CX. C. 0 为 可 测 距 离 空 间 。 以 后 无 必要 
NCR Se MER. MBI OX.C. AX, 

由 定义 2.1 容易 推出 随机 元 的 下 列 基 本 性 质 ， 

CO HEV Um (0, 0) — (OX, 38) 随机 元 , HW c CX. 58650 一 
(Y,90 随机 元 , M eV 为 CO, 0) — (Y. 9D. 随机 元 . 

Gi) 反之, AEV A GN) — OX, 4) 随机 元 , RENIE 
BCX, B) — (Y, W 随机 元 rr8 为 (2,0 — CY. 随 
机 元 , 但 这 里 了 至 少 会 二 不 同 点 yD. yo 而 且 单 点 集 (y EM, 
(ys) EX, 

Gi) AH V BW, D(X, BPI. 充 要 条 件 是 :对 任意 
REE., 58) EH Borel 可 测 函 数 eoo, eV 是 随机 变数 ， 

实际 上 上， 对 任意 ACH, AU — Gc cGD€ AER, Mr ir 
[VG JE A) = (o : V(9) C AD € o. HIEG) MER BEB, > 
r(r)— Hk y, HR rCc BRecOCB Me, We: V(o2€ B) — (m: 
r[V (wu) ] — 4) € a. HE GD; B CO GD BD Gi. 

x X 稍 加 条 件 , 可 以 第 小 g(x) 记 在 的 类 ,并 保持 fiii) 的 正 
Wate, 如 下 : 称 可 测 拓扑 空间 (天 , C. 562039 N SEB, 如 对 任 一 闭 
RBCS, 存在 界定 于 和 上 的 连续 ( 因 之 26- RTIMO ANA), 使 
当 而 且 只 当 zE 吕 时 ，Aez) 一 0 易 见 可 测 距 离 空间 是 N 空间 ”. 

Civ) AME V A, ON 空间 随机 元 , 充 要 条 件 是 对 任意 
闭 集 BEB, aatVY) 是 随机 变数 . 

事实 上 ， 由 ii 得 必要 性 . 充分 性 则 因 ; 对 任意 闭 集 BE 多， 
(wt V(o) € B) — Go : hs V CoD =0)Eg; 其 次 , BA Ww: 


* WIN ARR. Mo COND RRE N eb a- 代数 ， 
ee FAM. $ kafz)y 一 inf pCr, y. 
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VG) € B) € o HW x-SE B FJ], X vp oR, BRA UU 包 
会 一 切 闭 集 , HERE Gael). 

(v) BVI, M — 39 OXON 空间 ) 随 机 元 , 而 且 对 每 
oE, V laD V w), V(a) € X. WV hE O-N 空间 X 8) B 
机 元 . 

因为 , 由 Gv)， ACID TZ BRL ER. d hastx) 的 连续 
性 , 得 hotV he V) Coo), 故 由 普通 概率 论 知 htV) 也 是 随 
机 变数 ,再 由 (iv) 即 得 Cv). 

雇 下 简称 可 测 可 分 距离 空间 为 SM 空间 ,可 测 可 分 Banach 
空间 为 $B 空间 , 可 测 距 离 空间 为 M 空间 , 可 测 Banach 空间 为 
B 空间 . 当空 间 可 分 时 , 随机 元 具有 更 未 的 性 质 , MP: 

(vi) 为 使 VV 为 一 XCSM 空间 ) 的 随机 元 , 充 要 条 件 是 :存在 
一 列 取 有 穷 多 个 值 的 随机 元 列 {1V, (oo. 使 对 任意 wen, 
V.Ca) V (e Gi oo), 

充分 性 由 人 v) 推 出 . UE Iu X 中 可 列子 集 , BA OX. ae 
n=1, 2, +, i=l, Z, %, 2-1, & Bí =X, B= (x: ple, x) 
< min plr, z)), B,— Bni NX B,2. 显然 ,对 每 固定 的 =， 


Ix jn 1 
{ i=l, 2, t atte X WAAR. EX. 
V, (a) —.r. 如 wEV CBR). 
FEH WEN, pV. lo), Vie) 0, p XR EB T. 
(iD 为 使 了 WO-X(SM 空间 ?的 随机 元 , ERE: 
在 取 可 列 多 个 值 的 随机 元 列 { 人 (Coil BE (VL Cod HE 53 c Sx 
F Vw). 
RN EN SERE. Biz IX PRA RHR. 对 每 1: 二 1, 2. 
E BE n=l, 2, e, A 
An = ls t plas x) «i- LJ An, 


显然 ， X 53 I RE BS Hs {Ans i=1, 25 …} 是 X 的 可 列 分 解 .定义 
VG») Tis we V CAL, 
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RIDERE w, eC. w), V Gol. 


(vill) 为 使 VY A Q0— X CSB 空间 ) 的 随机 元 , AERE: 
fe SEX o HREF ED, (WY) 是 一 随机 变数 . 
必要 性 显然 . 下 证 充分 性 . 由 江 了 区 分 析 中 Banach-Mazur $E 
理 , AX 为 C[0, 1] 的 一 子 集 , RE CLO. ILO. 1] E — HE 
续 函 数 所 成 的 Banach 空间 . | x] =max x(7)1. 因为 多 为 会 一 
切 集 {x : | 上 zx 一 zz xXr)zr€X.zeceX.re[o, 0)) 的 最 小 o- 民 
数 , 故 只 要 证 
ie s || VGo3— x || Sr} Eo. 
在 CL0, 1] Eg SLERTETZ g g, =e Gee CLo. 1). Bl] 
(o: || Ye) — x || <r} 
=[]{era—r<g(V@] <2) +r}, 


fe IT 


这 里 五 为 [0, 1] 中 企 一 可 列 秽 集 , 由 此 即 得 证 充分 性 . 

x) i Vi’, V: HZ D—XKCGSB 空间 }) 的 随机 元 , W V Cao — 
ViCo) -V,Coo t f& 0—X 随机 元 . 

因为 , o HEX fF € X^. fV (0) = f(V,Co)D + FOZ,C9)), 
Hi, (Vi) RSV.) 为 二 随机 变数 , Be FO (O00 Be, AA 
(viii? Bp 48 Sp aK HE. 

注 2.1 IX ABBR. 如 [26] PRUE. Gx) rp V (0 RH 
是 随机 元 , 这 一 点 是 定义 2.1 的 弱点 ;但 它 具 有 性 质 (i), 故 又 有 优 
点 . 


2. 概率 1 uet 

NE RAPT HP ES] ARP cS PE : 强 收 向 5 即 依 范 收 化 ) HS 
等 , 抽象 出 一 般 的 所 谓 (X)- car, 证 明 以 概率 1 的 ( 轨 - KAER, 
并 将 它 运用 到 各 种 具体 的 收 敏 中 去 , 这 就 是 本 小 节 的 主要 目的 . 

设 X AEIR, X WX POPPA (a), 所 成 的 集 ， 
Xi 为 和 的 一 切 子 集 所 成 的 集 . E X S X, AX, MRR, RAE: 

GJ x, = z, n = l, 2, c. W) x € XUE H2; 
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GO XC x, fee) C XU Ta, NA 
Cit) 如 re € xCon 20s. WIZEgE- P zz we, ar, E 
XCUn, Fo) 对 一 切 au oa … BRE. 


定义 2.2 Wir, az - OD- WRF xu. Ma EXT 
a M BH x- DR AxpM 的 每 序列 {x,} 交 ,存在 子 列 
Xa EZ 95 OX FR N FOR MCCC XD W x- prn 
&. auk N 由 一 mW e X 构成 :存在 M 中 的 序列 {zv) 江 ， 
使 x € XCG, Iz BRO) CBE EROR G0 - 收 化， 如 对 站 的 每 一 序 
Wx Rr) CC XsCUn HL. 
SER. RKAS 9 I UR de SR BY OO - Mice. EC Se A E 
一 般 化 的 CX)- Mc SOS CA0- eS. WE ACA X^ 的 任 一 子 集 .54)- 收 
AA FERRE: 
Alir "DD =f] irre X, lim fta, — x) =}. 


fca 

FRR AS) 5 n Akc se GESEZ.10. RES HE AS. BX 
为 Banach 空间 , SR ACCC X ^O AER MCX) 上 是 全 体 的 ,如 
困 由 下 列 二 条 件 就 可 推出 x = y: 

a)rc€ M, ye M; 

bo WER £F € A, A f(x) = fly). 

定理 2.1 BV io APB SACO, e, 2:0 XCB BD 的 
随机 元 列 ， 又 a AEREE: RE o C0, FE Ao) C. 


X^, Br AGO f X FR (VG) SL} C. Co) BS x- PH) 的 
和 和 集 上 是 全 体 的 ;最 后 , EECO- WSU CAD MAE. (o € 0). 
BV), 以 概率 100- KAF Ve 的 充 要 条 件 是 : 
Apiw: UV Cod} x- PURIS) = 1; 
B. p(w + 对 每 f € AGO, limf, (2) ~ Vo) = 0) = 1, 


WE iY UREO- A RE. HEE € v. 
HCE) = 1, 使 至 少 对 每 ww EE E, (V.CA)) Aa- Wm F 
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Votw)， 由 此 及 4 的 完全 性 得 证 B. 其 次 . XM (E o € E. (ER 
Ur VCw)} 中 一 序列 Cx Jis Rl eed EL Vw). f 


xy E Gn), 中 出 现 无 穷 次 ,或 者 对 任 一 + LJ Vw), x dE 
ix E.P ELIB BUS Sk. 在 前 一 情况 下 ,利用 性 质 4i), 在 后 一 情 
BEP. A FA EG}, 都 可 以 选取 子 列 Tir Trs tta f£ Xx? in ae 
FO). ERREI e c EWR ERRER] Ga 成 立 ， 
故 帕 的 完全 性 即 得 证 点 ,于 是 必要 性 证 完 . 

BRA, BRA RIK o- 集 为 五 ,ACE -—1.4£NX 9 € 下 ,如 
E: id iV, (m) ral ES GO- WE E 于 Vita), ED i Vau € 
XC {V Ce) }%25), WU frig—- FILLY, Cede. BOA TERI Gi. 但 因 
集 |) (Go) 是 六 BURG. BARE FIDEI V, Core, 
BRT x. € X, f x. €. XUV, C) H2. h FOO- ic aic Mh 
(4(o))- WR, taro f) (z: imf, (0 — 7) = 0). BIER 


FE Ata 


B BA f(x.) =V G0) EE — S RAUEIE IR / € AGO 成 立 . BE 
然 € XV. G0) Bons 属于 U (V, Co) ) 的 闭 包 .根据 AC) 


f£ (V. Co) ) s(U v. Go) ) BB) x- 闭 包 } 的 和 集 上 是 全 体 的 假定 ， 


IFA Vale) = as = XAV, C00 ASGD 矛盾 , 由 的 完全 性 
即 得 证 充分 性 . E 
注 2.2 如 4 未 必 是 完全 的 , 也 已 证 明 
(o: (V.C), QO- WRT Vow} 


= for [JG 为 CD- FIAT} Cos 


lim f(V 一 VCw)) = 038 f € Alo 成 立 }. 


在 实际 中 如 下 运用 定理 2. 1: 考 虑 Banach 空间 中 某 种 具体 的 
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Jg EX. 如 果 它 是 一 种 (2)- HOA. mA) d- ded. 则 可 于 
定理 2.1 中 换 人 0)- 收 筑 为 此 具体 的 收 全 而 得 到 相应 的 或 更 强 的 结 
果 . 下 定理 用 强 收 化 而 例 示 一 般 . 

定理 2.2 HAV Code, HAC, o, A) 一 和 XX(SB 空间 ) BB 
机 元 ,， 则 人 7) 以 概率 1 RUS Vv 的 充 要 条 件 是 : 


Ay pf : Uv Ca) 为 强 列 紧 的 } = 1; 
Be FC A,B ACC KX") EX LRR, 有 
uio: lim (V, Co) — Vlw) = 0) = 1. 
WE — RU SEEE—RROO-IMCSR. mi EL Zh C20 收敛 , OX HA CC 
XX" 任意 .注意 此 地 未 预 设 ATER. 为 证 必要 性 , 首先 指出 ,由 
于 使 随机 变数 列 收 伍 的 ww- 集 可 测 , bk B, 中 的 a 集 可 测 . 由 
few lim f (V, Ca) 一 Vlw) = 0) Ze aE) = 1 
即 得 证 B,. RHE = {ws (Vib, SRUESCT Vot. 
FB. MERE. PH oe EDI, idi ER 2.1] uEBH AUD 
ME, RB COD) = 1. iE 8. 2 PAR will) — BE, WAX C C[O, 1]. 
由 Arzela 定理 ， 有 


tor LL) Go 为 强 列 紧 的 } 


v: |g. (Go) | 


il 
EDIT 
T 
is 


Sain l lg, (V.(w)) 一 go (Vw)) |< =} | ' 


X ch H WL, 1] 中 任 一 可 列 稠 集 . 既然 g.(V,(w)) 是 随机 变数 ， 
即 知 集 D 可 测 . 
充分 性 如 下 证 明 . HT X 的 可 分 性 ,对 每 在 X 上 为 全 体 的 集 
ACC X*), FE AMARTH A. A 也 在 大 上 是 全 体 的 .因此 
[to t lim f (V, Co) — V,GCo)) = 0 xt f£. C Amr) 
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= [(] ie: limf(V,co) — V.) = 0}, 


fd, 


MSS BUB w- 集 的 测度 为 1. 再 由 注 2. 2 BRAS HUE FEST HE. I 

A SR 7 E ER OO- ee Cauchy di Sx E. 我 们 放弃 一 
f Té 60 1 E TRR S DA — RR HEE Ak E. 

定理 2.3 {V,a APC, e, -XRB 空间 } 随机 元 ， 
为 使 存在 另 一 下 随机 元 Y， HELV DL, LEE LRP V 充 要 
条 件 是 4 及 B) 满足 : 

BxpgfcA.acX.aàdítxX LERIK, A 
4 A Bi WAN, Vo EX o- 集 玉 上 的 值 唯一 , x(E) 一 1. 

证 ”必要 性 由 定理 2.2 的 必要 部 分 推出 .证 充分 性 . > 


E= {or (JVC) 为 强 列 紧 的 } 


Nf] ie: lim fV, Cw) — VG) = 0). 


ma. men 
fea, 


则 CE) = 1. CA 的 意义 同 前 ). Re € EE. 由 于 【J (Vo) 


BUR US, 故 存在 x(w) € X, 使 LJ (V GO IE FSV, s 


TR OOF *(o). BERR SR UC OTE 2E S [E (A)- Vr SR PE. BOWE 
f € AFW Co) 一 fir B um E im [f(/,G0)) — 
Pa = Of € AO, 可见 对 任 一 了 € A, f(OV.(GDD 一 
FG lw)). 如 果 说 具有 这 种 性 质 的 xtw) AMAA n (0. 及 alw), 
则 由 于 EX LAE AER a) = limf, w) = 
f GG) BIS x, Cu) = 2,(@). A E XL 

Vlw) = x(w), e € E, 

= 8E), we OE, 
B) V Co) 具备 定理 2.2 tB Vi (oe) 所 应 满足 的 条 件 ， ATV DA 
HEXEOlGSUROSCT OV. LV 是 一 随机 元 ， 因 为 对 任意 开 集 卫生 X, 
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ENU fiw.» e rn. mer 
(w: Vew) € D) = "NN 
EN []w.«» € D U d — E, 


Weer. E 
3. 平稳 序列 
试 运 用 上 小 茜 一 般 的 收 化 定理 , 来 研究 平稳 序列 的 加 强大 数 
$E B. 
EX 2.3 PEAVY. 为 一 列 ( 和 ,5, p-O— CX, 20 BRA. 6 
为 a 上 概率 测度 . 称 (VIS, AOR BP. 如 对 任意 二 正 整 数 ” k, 
{EB B E€ 35.i— 10.2... 


ul N Qo : Vilo) € BO] = pl fi (o Vaate) € B5). 
i=l i=] 


注 2.3 由 此 立 知 、 WV, 为 平稳 序列 ， X c AX, 
36)— CY . W 随机 元 , Mir O a A, a, 2)0—CY , 2D OE AIF 
列 , 事实 上 ， 对 任意 B; € 9.6 — 1. 2. 


wf or emo € B))= afe: V: € rBoj 
= a f] o Vua € BD 
i=l 


= alf] Go: «Yu € BO}. 

定理 2.4 HAV A, o, 10-XCSB EED FREY X. 

f 1 Vice) | eda) « eo, 则 存在 一 2 一 X 随机 元 V。, 使 随机 元 列 
(Uj 


Ua) = LV.» 


二 一 上 


以 概率 1 SET V, XV, 的 值 在 某 E EnE—, «(E) = 1. 
证 ”只 要 验证 定理 2.3 中 条 件 4,5 B', 成立. 对 和 任 章 有 界线 
fig: f eX 由 注 2.3 NH U(VO 72, 是 平稳 随机 变数 列 , 由 
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Birkhoff-Xununa 定理 ,可见 随机 变数 列 { FDC 之， 以 概率 1 dr 
SX. AT AGE 

wos U [E2200 | 为 强 列 紧 的 ] 一 1 
Hinko APA IRET XATIR. 对 每 i 二 1，2, … 及 每 一 
1.2.7. 

Am [e de xp x ii- Da. 
XP = l, 2. eR Om =i, 2s Tta 定义 X—X ms Tas (Sini 


28 an 如 下 : 
ta Cay) = Ans i= l, 2. ° 


(Tar 0) = |] Ans 
i=l 


Gu) = A — LJ Age f= 1, 2, 0% 


ml 


2400) = U Au. 


j=m+i1 


Imn Cr) = A, — LJ Aj, =], 2, 


jwm4l 


BA.XhlARm—1.2,.2—1,.2.- Ax € X, 有 
Sas Cr) F imu Cr) = rr). (2.15 
| x — zix) || <4. (2.2) 
x 
[Le 000 Lao) = 33 Ee por V. GO € An? 
i=l 
= f V + (7, (0) — Vile) | de) 
< f Ve) | do +1 oo, 
因此 


[un aco || acd) 
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= M fa l ple: Vio) € An} «co, 


i=m+] 


n | 20V. ) | Cdew) 


= M bal elo: Vto) € An} < co. 


由 注 2.3 知 { | 0,0 I a E Gu Go, VED n. 为 二 平稳 随 
机 变数 序列 (这 里 {x;) 为 单 点 集 , M X400 — 0. My € Acn G2 
— ]. My € 4). 前 后 二 序列 中 每 随机 变数 的 数学 期 望 分 别 等 于 
M læ ato: Viw) € An) 
piw: Vile) E Ants, 如 :Sm 
Qo, 如 7 > m. 
因此 ， 存在 非 负 随机 变数 5, R3 使 


L5 om VNR, 

i= 

7 (2.3) 
Fike em GS, 2) 


k=] 


分 别 以 概率 LIE Ena Enn 
在 前 一 情况 下 ， 因 


| Emade = S Mandate Vw) € Ay) < oo, 
1 二 mm 十 1 


m limf |. Go) (do) = 0, 于 是 存在 子 列 | 

DM (2.4) 
以 概率 LRP 0 在 后 一 情况 下 ， 因 为 平稳 随机 元 列 (oo. 
(V.D Hz PZT sy 


Om V= 2 21% (3) GI VA)» 


故 知 序列 
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2 


s Vy 2a sn OD en (2.5) 
以 概率 1 98 SE RL 
PESE 
使 序列 42. 30, (2. 40, C2. SUR BAY @ E BI A Es E, 及 
E-() a GENE NEm) E0, 
BO). 
对 任意 0, 取 正 整数 NSS, 又 对 每 wa€ E. 存在 正 整数 
po 使 pop. 时， 
£s Ga | T. (2. 6) 


MUAH ec E, 存在 正 整 数 Sus TE ss. 时 ， 下 二 不 等 式 间 时 
成 立 : 


LS bite, Vs) || iba, Can SED 
k=l = ~ 
[> | 20m, w(V(a))— 26, nw) [et (2.8) 
t=] B “ 
FRM oCE, 集 
U [Xv YU Gs vo) 
=] Fg w 
JÉ d — 33 -网 . 实际 上 , 对 每 oC E R s>s HC2.2)(2.1) 
(2. B2. (2. XI 


l DIV (eo) 一 sw(a] | 
k=] - 


= | [地 Vk) 一 二 MN rs Q^ G2) | 
上 二 | al 
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Sto 32 aos, Va GD) | 
T =l] = - 


| 
M Xe an, (Vil) —4&., «(00 || 
tq 


1 
E 


€ 
> Om, wCV Cw) ) | +7 


e ^. 


+4 1 > [iom s O0] e T 


i 3 | Tm, sCVíCQO ) l — 18 mn, (a) | 


+ Fm, woh Se. i 
定义 2.4 VOD, o. CX, 0 BML ITI. 称 
(Vii WARE PF, 如 果 对 任意 正 整 数 n 任意 BEB i=l, 
Ut. Hs 有 
ol C iive es) = laco: vice Bo; 


PAV kaoat, MBER EEG k R BERA, 有 

ple View) € B) Spe: VC € B»; 
*HE—(G., s. 0—XCGB Si) AMV), CE ORT ow 
Bochner 积分 | v couche) 存在 , 则 称 此 积分 为 YCw) 的 数学 期 
d.d» EV. 


BIER AHEAD, 对 可 分 Banach 空间 ,EV = | V Guide) fr 


在 的 充 要 条 件 是 : 勒 贝 格 积分 | LV Co) || gdu) < oo. 
定理 2.5( 独 立 同 分 布 随机 元 列 的 加 强大 数 定理 ) BV 
YA, o, p) 一 (SB 空间 ) 的 独立 同 分 布 随机 元 列 ， 为 使 随机 元 
JU, 
U, Go) =+ 20V, w) 


* 139* 


VA BC. LURK EV 的 充 要 条 件 是 EV, 存在 . 
证 必要 性 不 必 证 ,反之 , 既然 EV, FE., W 


[Vie I addon o, LBV) SPIED. 故 由 定理 2.4 
之 证 知 


ES 


alo x U (C, Co HE SERUR BS ) —1. 


a=] 


HER OX’, MBO ERAN O ER 1 A F 
JEV), 故 由 定理 2. 2 即 得 证 . | 


8.3 随机 变换 


1. 随机 变换 的 定义 

定义 3.1 HON. DOE, S8) 9g Lap WE 2s fa]. D 5 [£— dEZS 
集 . B Axr EETA To, 0) Ej BEBLE S, WHERE 
的 YET, BES, 

Qu: Tlw, YE B) Co, (3. D 
RAS, WHER YEr, Tie, YB Q—E MAL. WT 
是 一 随机 变换 . 

如 果 把 T Co, Yid E, T (a0 Y , 则 更 易 看 出 它 与 泛 函 分 析 中 算 
子 工 的 类 似 性 . PI oc O BligHI. TOKO RAE, RAR 
HK T Go, D =T 为 随机 算 子 ， 

BO, DT, 针 ) 为 二 可 测 距 离 空 间 , 各 有 上 距离 为 人 ，pP. X. 
Fo) 为 (Do 一 Cn， WHITE, 称 随 机 变换 T Go. DE Fo 
RREME, 如 存在 随机 变数 C(tw)< 过 1, HMB ocne YEr, 
有 


Tw, Y), T Go, FDC DP, Fa), (3-2) 
称 T(w, 力 为 压缩 的 ， 如 存在 随机 变数 Ce?<i' 使 对 每 ec 
及 7, YET, 有 
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ECE Go, Y). TG, YC lw) oY), Y). (3.3) 
OE (3. 22, 3. 32 R B] C Cao xz C1, CG 为 一 常数 ， 则 分 别称 工 
(a, DE ro) 为 均 可 局 部 压缩 的 及 均匀 压缩 的 . FR T Go, 00 
ay. 如 对 任意 ec OQ. [EXE Y,C D. 4YET. Y AY Grom) i, 
有 

Tha, Y )— TG Y). (3.4) 
RT (oo, XY) 为 有 界 的 , 如 对 任意 ocen, Er, Er, 有 

OT Go, Y). T Go, YC (w) p(X,» Ya) 

(00> C GO) 20). (3.5) 

KEE, 92), (CD. WAS B 空间 , SR TG», MARE, BE SE o 
EN, NED, cn 及 任 二 实数 a, 8. 有 

TG, aY, HEY D —oaT Co, ¥, + PT Cw, Y,). (3. 6) 
称 随 机 变换 TG, DANE eR. HEAR CE, 59) 73 — E Borel 可 测 
空间 . 

如 果 ( 旭 ,a) 为 概率 空间 (RQ,，a，p}， 则 可 类 似 地 定义 以 概率 1 
压缩 的 .以 概率 1 连续 的 随机 变换 等 等 . 

引 理 3.1 Hb TG, 为 XT 一 (EE, PERMER. H 
Pr, WA SM Sil. SV HOT MPL. WI UC —T Go, V 
wD A Q—E 随机 元 . 

证 ”由 8.2 中 的 (vii), 存在 一 列 取 可 列 多 个 值 的 ODP BAL 
FEV ters BISA V. EX 

U, CoD —T (o, Vile), 
则 对 每 BOB, 有 
(o 1 U,(w) € B) 


一 U (wi Tle, JCB} Ce: Vi (oda 2€ a, 
这 里 的 {zi} OV AE a 8.2 中 的 (vii)， BiU, Ce) Aa 
(QO, e)— CE, S BAG LIC. AF T BEE SE HE BITS BAKE. [| 
2， 随机 不 动 点 原理 
不 动 点 原理 在 研究 各 类 方程 的 存在 与 唯一 性 问题 中 , 起 着 重 
« jdi* 


SE TERI. P, 为 了 研究 随机 方程 , 有 必要 建立 随机 不 动 点 原 
理 .作为 初步 , 有 
定理 3.1 UT ONOLNc.;0XE—(CGE, 党 ) 的 随机 变换 ,下 
为 完备 的 SM 空间 , 又 了 以 概率 1 为 压缩 的 , 则 存在 O—E 随机 
元 lw), EE wo BG EP. wx(G) 一 1, 使 
piu t Tle, glad) = plws l; 
X p(w) BT EA Bi A BR BLOGS] (CV, LB or. 其 中 V, 可 任意 选取 . 
WS G=(w: T ARAM), RU eO — 1. EXE (EISE Y o 
€ C. HE BB 4) PLAT TE TEE — eC) € E, DHE T Go. e(w)) =e 
(o). 5€ X. 
ean [1 ü eec; 
e 如 we A—G, 
其 中 * 为 五 中 任 一 定点 .因为 对 每 固定 e € G. 了 是 连续 的 ,， 故 可 
以 用 引 理 3.1. 任意 选取 随机 元 VW,， 并 定义 
Tlw, Vw, wcG; 
e. ect 2G. 
DREPES VL ple). d 8. 2 "PS GO BLATT gq(w) 也 是 
随机 元 ;而 且 上 其 有 所 需 的 性 质 . u 
下 面 考虑 一 列 连续 随机 变换 的 情形 , 作为 随机 逼近 , 下面 的 
定理 其 为 有 用 . 
定理 3.2 Be. fio fir oA, 6. 0—EGM 空间) 的 随 
机 元 , jx 为 完全 的 概率 测度 , Co) WRAL, (TL aA 
人 XE 一 EE 的 连续 随机 变换 , 使 下 列 条 忻 满足 : 
OC l (»€12. 
piw : limpCf,Go) , pw) =O}=1, 
pla: limp(T, Go, ge), qXo)) —0) —1, 
pio 3: p(T Go, x), T.C, f, (920) 
SCGo ola, f, (eo) )}=1, 
n=], 2, °°, cE ED, 
取 V (wo) HER O—E BASIL, > 
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Viti (w= | 


Var (@=T, Go, V,fo), 
WAV, AB Q—E 随机 元 . 以 概率 1 AF v. 
证 由 引 理 3.1 Ve Aol. > 
Giu: lim f, Ca) = plas) } 
nie: lim T, Ca, gin )— gu)! 


NO) C) tes otro. 2). Tier f.» 


SC pix. f. G0), 
PAW EPS BR. 由 假定 知 o(G)=1. 由 随机 变换 的 连续 
性 ， 有 


Gc (1 f] to: ocT Go. 2). Talos f c» 


Cw pr, f.) h. 
今 任意 固定 wEG, 反复 用 三 角 不 等 式 ， 即 得 
P Vap (a), qan — eCD, Go, V.Gu3). plw)) 
KAT, Co, VQ. TC. Fale) )) 
HET, G9, falud), T, Go, Gr) )) 
+ p(T, Ca, glad), pad) 
CC pV (oH), fF C00 CCo eCf CoD , gio)) 
eT (o, pad), qXaD) 
CCw pV a, pla) d- 2C Co oC f, (ad, go)? 
HoT, D, qim). qGo). 
对 s>0, 存在 正 整数 N, 使 ALANI. 下 二 式 均 成 立 : 


Cw ef, (a) 5 Ko) s EO, 


AT, Go, Ko), ga) y EEO, 


因此 , 对 每 x 之 和 N 有 
p na y PaO) (a) pV Qu) , gEGu)) 


1—CGo) 
+i $@)., 
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由 归纳 法 ， 即 得 对 任意 k=l, 2. a 有 
eV xcu (ad, Ca xL (wIO(V Gm) , go?) 


— Cn). 
A Ox:C(an«l, KMHAATREEBR 好 时 ， 上 式 右 方 小 于 E 于 
是 得 证 对 任意 cC, Ta 一 Pa) .由 天 之 完全 性 即 知 定理 结论 
正确 . E 
作为 上 述 定理 的 应 用 , 试 讨论 下 列 问 题 : 设 Te. DAWA 
压缩 随机 变换 , 而 且 对 每 固定 的 xEE, Bochner 积分 
Siz) = | Tw, ape) (3. 7) 
存在 , 易 见 Stx) 是 一 E RARER, 因而 存在 唯一 不 动 点 x。， 使 
SG) =r. 换言之 , x。 是 Two DMRS SOMA BIA. ik 
问 如 何 根据 对 荆 (wx) 的 一 列 独立 的 观察 以 求 x.? 与 概率 论 中 加 
强大 数 定理 类 似 ， 有 
定理 3.3 TIS WAN, 6, 4) XE 一 EE HESS 
换 , 这 里 yp 为 完全 的 概率 测度 ,又 玉 =( 玉 ， BW SB 空间 . 设 
D 对 任意 国定 的 xEE， UD Go, x12: & — ERR sr [8] a F8 
机 元 ; 
ii) WHER MH xEE, T Go, Xx) 的 Bochner 积分 (3.7) 存 
在 ; 
ii FERM c1. 使 对 每 对 x，yEE, n=l, 2, ce 
gie: | Tile, DT, lw, 32 ll Se ll x— 1 171; 
Wi EER ALITA (VILI. 以 概率 1 RR SCE 7I 871 ro. 
. Af an FRC! VCw) 为 任意 随 宙 元 ， Vin (Cw) =S, (o, V, 
(w)), 而 


S, Go, = DUT, z). 
证 不 妨 把 S (2) 1B LR Sw, (= Ste). 由 于 
S. (8,322 ARE RAS 1 为 均 色 压缩 随机 变换 , 故 由 定理 3.1. F 
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在 随机 元 列 ec9 o. ULL SP BNE EY BÉ PLIN S CER 1). 
由 定理 2.5 及 其 中 的 假设 ti) ,Gi), 对 每 cc E. 随机 元 列 {5,(w， 
2S We 1 gi SEP GS GO. BRAS Foo Eb dé BB SL SA. 
故 对 每 we (Te, Ti Gs 29) || Xe Len LT A 
|| £ C9) ar |] < || f(a — S, (ws 22? | 
+ dS Co. x —2x I 
LN Dl p 
-H 2, TG. f. (n) > 2,74 » Tg) 
+ || S.Cw ro} zr, |l 
<e || f, C —2 || + || S C. x) — 2x5 dl. 


因此 ，| fie —a SR ISe zzo d s AG 
pio: lim f, (a) —$9)] =l. 
3X FÉ. 定理 3. 2 中 一 切 条 件 满足 而 本 定理 得 证 . | 
3. 若干 定理 的 随机 北 
泛 婧 分析 中 许多 重要 的 定理 , 如 Tietze 定理 ,Banach-Hahn 
定理 以 及 具体 空间 中 线性 泛 函 的 表现 定理 等 等 , 在 随机 情况 ， 自 
应 有 对 应 的 定理 . 本 小 节 中 即 研 究 此 问题 . 结果 发 现 , 问题 的 实质 
归结 为 可 测 性 是 否 成 立 . 由 于 基本 思想 容易 掌握 , 这 里 只 讨论 随 
机 的 Banach-Hahn 定理 及 CCo, 1] 中 线性 泛 函 的 表现 . 
ACR o A ORR — f Borel TASA, r 为 可 分 实 线 性 赋 范 
空间 ， MCT, M 是 一 线性 流 型 ， 
定理 3.4 WV AO, 0 X M—(GO,, BORME, D, 
M 满足 上 上述 条 件 . ind 
DMB OEN, a€E RI, BER, z€ M, y€ M, 
Via, ax--B30-—6oV (Go, x)-- BV(o, y), 
DRH Ge, € Gx M, VG, x] SGD || x [| , KH 
S(w)= sup |V (w, x). mW O-i(x: |} x || =i}. 
FRFE(Q, 9) XT 一 (R11, BRL SR T. 使 
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a. 对 每 对 tw, x)€ QX M, Tle, =V lw, r); 
b. 对 每 个 ec OQ, €R BER, cer. y€T, 
T (wo, arty) aT Go, DHBT (o, y); 
c. WER Go. 2€ QXDP. TG DIES xl. 
证 如 下 造 了 . 因 卫 可 分 . PETIR Cg ERE-M 


的 稠密 子 集 . 令 M, MU U Lr BEP AE IO EEE Qn — 0, 1. 


2o xn-M.s 
VGo,r) Ween EXM, 
一 0， tia D ERX PM). 
V Gn a V, (a z)—0. 如 (wr) ENX (Th mM,), 
Valse tir VT) Sup (V, Cox) 


2 一 上 


Vus | 


—S(w) l| x— x. ll, 
如 oC. xEM, «ER. 

再 对 每 一 对 (o， 2€ 2X DV. 

Tle, x) TG, r)=limV, Cw, r), 
对 yer—r, y-limy, yE Pas 4 

T (o, 3) 一 limyokw， ya. 
E mE. x BERI EN, Tle, y) &— HN ERTETE PR , 
它 是 Viw, ya MAST Ea 3k. um BORBE SR AE. 因此 , A 
TRZXuEupWvE. d; r 的 可 分 性 ， 

(wt S Qo) cl o U fw V. Gs 22 |<}, 


ree 
其 中 oco 为 某 可 列 稠 集 . 因 V IR BRELSESS EVA OXR 
的 随机 变换 . WHE CER, 有 
{wet sup Vaate, 2}—S Cw) || rx, || <<} 


= A (o : (V, Cw 22 Sw) | x—2, Oe, 
TEM 


其 中 M,- COM. D BA WHBF M. E. ik T, Æ AXIR, 
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的 随 税 变换 , Ait D OX PR, 的 随机 变换 . E 
MERET 为 可 分 空间 的 假定 ,定理 3.4 是否 正确 ? 尚 不 可 
^n. 但 如 天 是 Hilbert 3 [8] CIS e n] 22, M y DT. Hilbert 空 
间 时 , 定理 3.4 的 结论 正确 ,因为 每 zxE 可 唯一 地 展 为 了 一 ?十 
z RK'rhy€MmmzlM.f8SERSATG,rx)—V, y Bay. 
定理 3.5 (M. Ullrich) it Tiew, x23 0, o) C[0, 1]— 
《CR ，. 汤 ) ) 线 性 连续 随机 变换 ， 则 存在 (9, o) XxX [0, 1] 一 (Ri， B) 
随机 变换 ge. D. H ocn 固定 时 , glo, DEMENTA 
XC. m EXT eco. xccl 
Tlw, x) = frode, 2). 
E ”对 每 固定 的 ocnN, TG, DE C[0. 1] Ek A, A 
由 证 函 分 析 知 存在 有 界 变 差 晤 数 e (o. DEER. 不 失 一 般 
性 ,可 设 giw, 12—0(o€ £D, fi B. ele, OHO, DIPXT t3 
£x. MP REL elo, 0 4E— MIER. RRENEN iE BS € 
[0,1], elm, 四 是 一 随机 变数 , 24 2— 0 Bf. A’ 
Tw, 1) = | deco. 1) —— g(a, 0) 
而 结论 成 立 . 令 EE (0,，1). xg X — PER RR AO MP: 
l, 如 Ot tos 


AE 1 
a,Q)— net Th, BM totes 


0, 如 isl. 
显然 
gw, t) = g(w, 0) 十 lim | a, (dg Co, £) 
= g(w, 0) + limT o, a), 


Bii giw, ty) 是 一 随机 变数 . 最 后 ， 因 go, 1b 是 一 常数 ， 故 是 一 
随机 变数 . | 


* FAT DP, 1 3081855 T 1 的 函数 . 
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4. BEULIÉ E ES ce ded 

在 泛 函 分 析 中 , SORT hS3tSE SLT GECECB SETEHI. 自然 地 提 
出 问题 :对 已 给 随机 变换 了 (wo,， xz)， 试 问 其 道 变换 { 依 赖 于 oO 是 否 
fF 在 ?如 存在 ， 是 得 是 随机 变换 ?前 一 问题 由 普通 泛 苞 分析 解 决 
Bok, UHM we. Te, x2 = Twr 化 为 普通 的 算 子 ， 有 一 
般 的 处 理 方法 .因此 ,只 要 研究 后 一 问题 . 此 外 , RTA 
变 拉 是 大 随机 的 . 结果 发 现 , 问题 的 实质 都 归结 为 可 测 性 . 然而 ， 
证 明 可 测 性 并 不 常常 容易 . 

本 小 节 中 , UX, Z 表示 Banach 空间 , X^. Zo WHAM 
[B]. 它们 的 团 集 全 体 分别 记 为 CC, Cu. CC 包含 全 体 闭 集 的 
ED IRS WDA Do 52, Br, 07. X B A PAK. WA 
表示 A 的 如 下 可 列 筒子 集 , 使 如 零 元 9€ A, MOE A. nag 
A fed). 

wT ARK Z—-A HRA ARLE, EROX X'—Z^ 变 
AT AT HSM. 如 对 每 ca, 下 二 等 式 等 价 : 

z* = Tota, x"), 
x(Tle, c) — z'(x) (Uzr € 2). 

作为 初步 ,利用 随机 不 动 点 原理 ,容易 证 明 下 列 简 单 事实 ; 
M TG, x) ACN, 0) X X—XCGB 空间 上 的 线性 压缩 随机 变换 ， 
则 存在 线性 有 界 承 机 变换 S. 它 是 随机 变换 了 一 工 的 道 变 换 ， 

事实 上 , BZADA S 的 存在 , 故 只 要 证 S 的 可 测 性 . 为 
此 ,注意 对 固定 的 xz € X, 0—X BRS Co, xz) 是 线性 压缩 随机 变 
f T.(o, x)(o € N, x € X) 的 随机 不 动 点 ,; 这 里 

Tlw, z) = Tlw, r)—z (wE ü, rE X) 
由 定理 3.1, 此 随机 不 动 点 是 一 随机 元 ， 

然而 ,下 述 于 一 般 的 定理 3.6 却 不 能 由 随机 不 动 点 原理 推 
iH: 

定理 3.6 TAA XZ—X(B 空间 ) LERA ABIE 
1E. 这 里 Z ESBEN. 

(A) SUR T n Tyr, WO XX —Z pmi 2e 5 也 是 线性 有 
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界 随 机 变换 ; 
(B) WEZ 为 可 分 的 , WISER 也 是 线性 有 界 随 机 变 
换 . 
证 SET'BÉRTERCH REDE iS A M FEE IB. 先 证 “为 随 
Pew. Were X,ACC. 
iw: SQo.x) € A} = U jai Sio.) = z} 


re 4 


=|] io: Tto. = x}, (3. 8) 
2E A 
此 o- 集 等 于 
N Ufo: Tw, 2 €or, ole a, (3.9) 
n= zea d ! 


XX HO Cr r) RRL r AAD, > 0 为 半径 的 闭 球 . 实际 上 ,如 
e c L] i: T Go, z)-— rj. 
则 存在 z, € A, Tu, z) = ar, h THERI, 
|| Tio, 2) — x lE = || TG. 2) — Te, 2,) |l 
X CQ» || z — z |l 
对 一 切 xE ZR. ERARANTA, 故 对 任意 正 整 数 *“=, 存在 x C 


A, 使 TCw, 2) € Of x. + ， 从 而 


«€ f) U [e Tæ, z) € olz, 1j. 
n=] rË 


反之 ; 由 上 式 知 对 每 正 整 数 n, FE x € A, fio € 
e iT», <) € Of z, i| | dk 


liz, — x, ill = | Slo T iwz)? — SCo,T Go,2,22 | 
<= || SG. +> |] * [ET — T Goz2 d- x — x ll 
« Sw, I [Rei 
n m 


1 
* 例如 , PER «€ Ol ss. ep N A= 他 B. 
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这 里 Ste, +> || Boe ENR Sto, O 的 范 , ME e, EZ 
使 > z.BÉERz.€ A, E xQ€ A. 因此 
ec (o: Tlw, z) = r} cl! fw: T (o. 2) = x). 
sla 


iX FÉ. 证 明了 (3. ORERE D 中 集 的 相等 性 , 既然 (3. 9) 
中 的 集 可 测 , 于 是 得 证 对 任意 A € C. (ws Slo, x) € Al € e, 
由 此 易 知 此 关系 式 对 任意 A c B, 也 成 立 , 因为 = 0 (CL). 
RUE TC ARAL ER. 类 似 地 ,对 每 x* CK, ACC. A 
{ws T'Go, x") € A) 


-Ñ lene eoe t] 


ii SESE EE 对 每 = EZ x" c X*', 及 正 整 数 4， 
lo: T' Go, xr’) e o|z. zii 


* 


=N fw: lz* Tlw, 22) — z* GO | sz — le l 


rEZ 


1 
n 
这 等 价 于 (for leT@, 2 —e col lae | sete 


tE 
r'€ X'.ACUI,.H 
{wi T" (o, x7) € A} 


w 


=f) U Nfe: a OG» 2» 
as] sed rer 
€ Ole"), lel). 
因此 , 如 了 为 随机 变换 , WT BERLE. [| 


8.4 广义 函数 空间 中 的 随机 元 


1. 基本 概念 
设 R= (2) 为 上 维 实数 空间 , (a, 6] RR PER as 
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x; b. P—1,-. kb. XE > 0, Ulm. m] ER RD : 
— mz; m.i-il,-e,.Rh 以 户 表 示 全 体 如 下 的 不 维 向 量 户 
WE p= bo Po no Pr), pj; 字 0 为 整数 .于 表示 界定 在 RE 上 的 
全 体 基 本 函数 的 集 , 称 为 基本 空间 { 亦 可 采用 其 他 基本 空间 , 只 
要 下 面 的 定理 4.2 对 它 成 立 ). 函数 q(x) 称 为 基本 的 , 如 果 它 取 复 
值 ;对 任意 pp eE P. GA 
Ji hh 

arhidrf: arf 
存在 ; MEA ep 的 支 集 是 有 界 的 . 所 请 Or) 的 支 集 是 指点 集 
Gr : ar) 75 0) BB] fu. 3c SR REL — ms om 中 的 全 体 基 本 函数 的 
集 记 作 Pm. 

WHA) ED, 4 | el = sup | pha) |. PRAK EJ (pb 


MRF eG € D, HILAL p WMRAERM m > 0. 使 每 
$C) RAD) 的 支 集 均 含 于 f m. mm. 而且 对 每 E PLA 
| Dcp, — 99 || + OG > e. S BC P REAPER FERES. 如 存在 实数 
m 220,4: BC 0.. MAM eG € B, || Dell <C,, ABC, 
六 0 为 不 依赖 于 OCE B) 的 常数 ， 

FEES DES TE EST E FG) RAP VBR. OL 
全 体 广 尽 函 数 所 成 的 空间 记 作 T. 显然 ， 关 于 常用 的 证 否 ( 和 与 函 
SO 的 加 法 运算 和 对 复数 的 乘法 和 运算, pe TORO BREW. 

RE AAAA LE, rz RP. FAP oF, Mr 
pE P, 数列 Fie) — Fg) (n — o». 

我 们 要 用 到 广义 函数 论 中 两 个 重要 定理 : 

定理 4.1 d2], #2, 第 1 页 及 第 76 HD). HHF a CT, 
F. — F, WFET, MEEKAAR— ARM B HERSH). 

定理 4.2 《上 [9]). 在 多 中 存在 可 列子 集 H, H XTOR FH) A 
数 加 法 成 群 , 而 且 对 每 mx > ORB GC O,. frin cen 
H, Œ p — p (i — œ), 

Abs Ue f SL EMER US CO. o. p), O= Con , 并 简称 
(2, 0, p) —CE, 550 PERLEA E, 568) 中 的 随机 元 . 


Die ry 一 qi 
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特别 , 可 测 复 值 函数 空间 (C4, .er) RE BRELTC = y, (0) 称 
为 随机 过 程 . 这 里 A = (atz)) 为 界定 在 R* LAARA alr) 
的 集 , 而 -sz 为 含 下 型 a 集 的 最 小 代数 : 

(a+ Re afr) «e. Im a(x) «e, 
其 中 工 EE Rie ER, cE€ Ri 任意 固定 , Re 及 Im 分别 表 实 . 虚 
部 分 . 容易 看 出 , 为 使 ? 为 随机 过 程 ,必须 也 只 需 ， 

C) XFREIIIE BI CCL, 2 d& x € R* BS REI ER ER S 

Gi) 对 每 固 定 的 x € 及 ,7 是 复 值 随机 变量 . 

实际 上 , KA) 是 显然 的 ;其 次 , 由 -代数 .ew 的 定义 , KH 
Ca) Sa PRR 7 的 可 测 性 . 

AED, AP S SCT, .多 ) 中 的 随机 元 £C Elw) 
称 为 广义 过 程 , KES 为 合 下 型 的 FCE T- 集 的 最 小 o- RR. 

Fo. = (F Re F(go « ej, Im Fle) « e), 
HP ee Gc CR, CR RAE. MME. ufi eor v 
过 程 , 必须 也 只 需 

C(I) 对 每 固定 的 名 二 n, FH ee OHS VBR; 

CIO WHEN ge 四 ,是 复 值 随机 变量 . 

称 广义 函数 ES 为 广义 过 程 # 的 数学 期 望 ， 如 果 对 每 pE 中 ， 
LEC)( 9 = EEG) GX BEE] (9) 表示 EC dk o E M B, m ECCO 刚 
表示 随机 变量 Eip = £,Co0 的 数学 期 望 )， 

容易 证 明 ; 为 使 广义 过 程 4 的 数学 期 望 上 存在 , 必须 也 只 和 需 : 
对 每 9 € o, MORE, MANEA A, C6. p, 有 
lim EE Cg, ) = 0. 

ERE, 如果 Es 存在， 由 ES pg X EEH 存在 ;既然 ES 是 
LRS., MERC = [EE g) — olp — 0). 

为 证 充分 性 . ELEA EF: [EE] = ECC. Il 

LEél(n +e) = Eilat p) 
= EGG) + €(@)) 
= Et(g) + Elp) 
= L[E£]G) + [E8](o). 
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其 次 , 如 全 这 CD, p pE D, o —4, 9-0. ECCO) 一 
0， 立 得 EEC) — EEG, BITES] — LER. 从 而 得 证 E# 
A X gm. 

2. [X Xt B e SEEN SHS 

考虑 概率 空间 (人 ,cy P) RT MHS. XOU c B SE— T a- 
Re. KB PASS. 

EM 4.1 REEE, pE 上 的 二 ERR ECIM 
EJW) = EG\W Go, 9) RRA LE ET A 的 条 件数 学 期 
a, Rn 

(A) EET Ra: KF UW 可 测 ， B3HER D € F, A 
(e : E(£191) c D) c 9U; 

(Bo WHER ER ACU, peo, n 


f Eo Pao = | EERO co Pale, 


这 里 及 今后 以 外 Ro RR, EE UR FRE 4 构成 : AGU 
中 某 一 元 的 对 称 差 是 一 测度 为 0 的 集 ( 简 称 0 测 集 ). 
定理 4.3 为 使 界定 在 w&€ 只, pe Oo LB Jom EC TD 
是 上 关于 时 的 条 件数 学 期 望 ,必须 也 只 需 : 
(a) 对 任意 固定 的 名 二 0, EEIN) B-r RR; 
(bh) 对 任意 固定 的 FE P, 存在 随机 变量 CP RFU 的 条 忻 
数学 期 望 ECGO 2D (12. 13 D. 使 以 概率 1 
EED = EEH (A). (4. D 
证 ”必要 性 REEW HEKFUDRERSME. AEN 
4. 1CAO f a). FCA) PRD = Fao HCA) 得 
(w+ Re E(£]90 <e, Im ECL ]90(9) « 6) = 
= (os ED EF, JEW, 
MEE MW ORF 9U AM. 再 由 定理 4.1(B) 3r LE CE [90 (9) 为 
ECP) 关于 A 的 一 条 件数 学 期 望 , RECO 成 立 . 


* 积分 按 典 实 部 分 别 进行 ,以 后 闻 此 ， 
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充分 性 设 满足 条 件 (a) tb) HME EWE. ARE 

的 充 要 条 性 5 I ) BOB), HA o- E 

fw: E(£|9)) € F,,.) 

= (e: Re ECW) «— c, Im ECE|W (9) < es) 

与 内 fk 

Go Re E(£Go |W) «6, Im ECE) [9D < es) 
最 多 相差 一 0 测 集 ”, BEC GO 12D) 的 定 文 知 后 一 集 属于 WU. di 
Go: ECE|90D € FpD c 9U. C— 切 满足 关系 式 (w: EEA € D) 
€ 3" MR DCC TO 构成 集 天 ,显然 , K d&—co- RR. K BE — H 
Fo..， MAF LERH Fr .的 最 小 六 代数 , RK DH, RRA 
EED KT W 可 测 ， 由 此 及 (a) 即 得 定义 4. 1A). u 

i OECG|9?D X ERFA KRAANE, X HEU X IER 

EcH|90 BA FINER: FE a SE A. PCA) — 1, f o € ARE 
Ay, DORRA ECE|9D,ECE|90 FRE SECHEXE— ee 0, EEA) 
5 ECCI9D 在 史上 的 值 相同 )， 则 ECC |W) ofi £ xr 9S AR PER 
学 期 望 ,这 由 定义 4, 1 直接 推出 . RZ, HEE) REEW 均 
是 关于 六 的 条 件数 学 期 望 , 则 存在 w- 集 4, PLAY — 1. fl € 
A 固定 时 , 二 广义 函数 EEN., ECW AS. 事实 上 , 这 里 以 
及 今后 永 以 日 表示 o PRD MTR CR Eri 五 关于 常用 
的 函数 加 法 成 群 ,这 并 不 影响 可 列 性 )， 它 的 看 在 由 定理 4.2 £4 
WE. 由 定理 4,3,， 对 每 史 E e, ECE|D (9 & ECE|90 POWMHED 
XCTOÀ HRA SHA, 故 存 在 可 测 集 4,, GEPCAD — 1. Ywe 
A, 时， 有 

EED 0p = EC 3009, (4. 2) 
4A-[(j)A. POCO —1. Hoc AMEN, 上 式 对 一 切 pEH 


pH 


成立 . 由 广义 函数 的 连续 性 及 五 的 稠密 性 , 可 见 对 每 一 固定 的 名 
€ A, UDAH oc ouv. 


-— 


+ PAREA 0 We Pca HE 
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下 面 研 究 条 件数 学 期 望 的 存在 性 . 由 定理 4.3. 自然 地 联想 
到 E(£|90 非常 类 仆 于 普通 过 程 论 中 的 条 件 分 布 (L12]，L13])， 
既然 后 者 的 存在 问题 较为 复杂 , 故 易 想到 EC [D 也 不 会 常常 存 
在 . 

定理 4.4 HHREEWM 存在 ,必须 也 只 需 对 每 9E o. 存在 
EE@ (90, 满足 下 二 条 件 : 

Ci: HEA (9,1 C 9. 4 70. FP: lim EC) ES 
=O = l; 

C: FE e- BA, PCA) =). Eo € ARER, 对 性 一 列 
aha CA, go. 有 limE (Elg) [9D) = 0. 


ut “充分 性 ”固定 一 族 满足 Ci，C: 的 1 匹 (6( 风 和)，9E dj. 

因 以 概率 1， 
Eee + @) 1 
= E(€(g) |W) + ECE(@) (A (MH, BE D), 

故 由 五 的 可 数 性 , 存在 “- 集 C, PCC) = 1, fite € CMH. fF 
为 pg 的 函数 ， EEO 在 五 上 是 线性 的 , 因而 , H 9 € AC 
(PCAC) = 1) AEB, EP) EH 上 是 线性 连续 的 ， 于 是 ， 
可 依 连 续 性 将 它 拓 展 刘 全 鱼 上 , 同时 保持 在 瑟 上 的 线性 与 连续 
Tk. SELEK 


0, Moe AC; 
giw, ù = leew tw Ee AC, ge H; 
limECG (9D tw € AC, pE D, 9€ H, 
(aH, CH, gp) 
(4.3) 
B--RRBAAKMT (taz. 的 选择 .由 定义 立 知 : 对 每 网 定 的 
c € D. glo, PD) 是 一 广义 函数 . 如 能 再 验证 定理 4,.3 中 条 件 (oa) 成 
ey 即 可 取 gto, €) X EJA). 
dec HAS. 由 (人 4.3) X POD) = 1, 可 见 
gn, 9 = EXCQp (A) Ca. s), 
+ 155° 


(a. 3. JR RT PULP REAM”. 故 gtw, 0 BE), PE H, 
XT OU 的 条 件数 学 期 望 ([12]). 
Mee PHC A. fm. RCA 
gle, p) = limE (Cg) ES) 
= limE Elg — 9) [WD + Ep AW 
= Eee) |W) Cas). 

必要 性 dnEGI)D FE, REEM |90 — EED. 由 
于 对 每 固定 的 w CO, AR ECE KF e € SHER. AC, 
C; 均 成 立 . 

X 41 为 使 ESI) 存在 dq Wi di BH m 
(Efe) |W), pE P) AR a BA, PCA — 1, fi? o € AME 
A M— EL (07 CO, e m 0, d limE GG) [30 = 0. 

事实 上 , HEAR 4. 1 之 条 件 立 知 C,, C; 二 条 件 满足 必要 性 之 
证 完全 与 定理 4. 4 中 必要 性 之 证 相同 . 

系 4, 1 中 的 充分 与 必要 条 件 ,形式 上 虽 较 简单 ,运用 时 却 不 方 
便 , 此 由 下 系 4.2 之 证 全 见 . 

R42 设 存 在 广义 函数 F, (EXER e € 0, 有 [6| x 
[F |; G. 5.0, W ECW) 存在 . 

证 “只 要 验证 定理 44C, C 满足 . 首先 , lem < 
|F (9) |a. s. 9, EEA FE, Bk ECEGO | 有 意义 ， 而 且 对 任意 
ir CD, 9 0. 

LEED] SECS) [190 ECF Ce | |W 
= [Fig] — 0 (a. s. ). 

其 次 , Fe RA, PCA) — 1, f£ C AN, Hig € H, 
下 三 式 同时 成 立 : 

E |F| = IF (Cg) | 
EdEo lD x; ECP) 0 
LEDD] < EdEo |W. 
$e ec 4 固定 时 ,数列 
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[EEO PD | SEC Fe | |90 SEC Fe) | 12D 
= [Fo|-0(g€H.,g--0. | 
SRR ECGID 的 表现 问题 . iH = (e. UB, RRA F 
A a. E. (wt Re Elp) <C, Im £(g) << CO. € H, C, € R^, 
C, € R' 的 最 小 5- 代数 . 
定理 4.5 REGED FE. mA) AERA Borel 
Ca FOE). MEE o BA, PA) — 1, fite € A 固定 时 ， 
对 一 切 ec 6d 
EEN) = lim| £u». o Pe, w), (4. 4) 
ix HB POM, e oc OSE B, EHE (ICH, 
h, = gp 
证 OR POM, 90 Wie, RPM Wgt 
13D, Wb a EH, 有 
E(£|]90(g) 一 EE@) |W 


- | sw， w )P(do/ , w) (a. s.)s 
时 有 
ECIM = | seo， «/ )P (du! , «). 


因此 , HIP MPR ECE CON Co € A 固定 ) 关于 8? 的 连续 性 及 二 
的 稠密 性 即 得 证 (4. 45. B 

如 利用 广义 条 件 分 布 (L12]L13]),， 则 无 须 EG) HAR 
A Borel 集 的 假定 , (ABS) ECD 的 积分 表现 , 但 那 时 积分 将 
在 无 穷 维 空间 中 进行 . 

ECD 共有 下 列 性 质 , 证 明 其 易 , 故 从 上 略 . 

CD Sn 9E — (G0), W EED = LE) (a. 5.25 

(2) 如 对 每 gE HEO 2x 0(a. 5. >, W ECC|9D 2 0 Ca. 5.05 

(3) 80 C, ARR, GAP MAB, = 1, 2. ns n, A 
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El DUCE) = SIGE |W Ca. s. 
=I a 

(4) MEF xU HM, MW EED = E a. 5.2; 

(52 如 9I, cw, C 6, MW ECECE(9(5|96) = EEM) = 
ECE(E IN, DIA) (a. s. . 

3. 极限 定理 

可 测 广 义 函 数 空间 (T, F rh — E BBELXC CCIRBII— 5577 cxt 
BO Hd Set. 称 随机 元 列 人 .和 SET E € e, HEA 6, Ela. 
s.), WFE o- HA, P(A) — 1,4 oc 4 固定 时 , 广义 函数 列 
(£,C0) 75, OFS SER IC E(w). 

3E X 4.2. MRRP I, 称 为 在 原点 拟 同 等 连续 ,如 对 
EE 6 0 REAP C 0, e 0, 存在 二 正 整数 IN I M, 
EHn N, jM. [FG] <e. 

定理 4.6 为 使 随机 元 列 (8,72, 以 概率 I 收敛 于 某 随 机 元 


必须 也 只 需 
D. 对 任意 固定 的 多 € H, MIERNE) IL. 以 模 率 1 
WE SE 
D, (£37. 以 概率 工 在 原点 氢 同 等 连续 
证 ”充分 性 + 
A= f: {&C@) KEO N Co: CLOS ERAM 


HEN 


同等 连续 )， 
则 PCA) —1. 今 任 意 固定 w E A 对 每 YE o, FREAEH A= 
1.2.0.4 9, 或 另 一 ?一 0 - oo), WHA 
上 — &, Co] « 16) — €,(n2] + 18,00) 
— é.(Gn2| + I n) — £C |. (4. 8) 
APF ee ARD,, WHERe> 0, FEM>0, N>0, 使 n， 
mo>N,AD>MA,. ERAS 


* 请 缴 与 通常 使 用 的 正 数 e 混淆 . 
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[£9 — GO | = IG - 9L S 
局 时 也 使 第 三 项 小 于 sy73. A> M. 由 w € A. TETE E 2 0, (i 
n. m ck. S WP oe /3. BEP n. m LAF max, N) 
a, i£, (9) — £,G0 | 过 RBA GO VL, MESE. Bp ee 
OF BAe. Mam iIieec.ApEHf.I RRA E (2217, Vr Oe 
某 极限 GF, (oe). 定义 Fle) 为 


E(w), AI o € A; 
f(a) = | 一 

'0, hee A. 
由 和 定理 4.1, p 24 e c Nea, ow) 是 一 广义 函数 , 其 次 , BE 
SR BE LE d 9) (8, (0 TL, DE ED, He 也 是 一 随 
机 变量 . ASS PRL Aww ee, Mj E — 8 (a. sd. 

必要 性 DOVRE. PID 必要 . Bowe (a. 50. 由 

定义 知 存 在 A. PLA) = 1. 34 o € ABR, 广义 函数 列 
(£, Go) 2, CONF S eR Eo), 由 定理 4.1, del HET pE 
B(B CE-AR) 是 均匀 的 . RB — (ez. C 6, e 0C 
— co), M B GRETE, MAIER 600, TEXE N 00, En 
NEY. M—-O ge € BA 


iK) — F<, 
ERK., AD SRR ftw) 的 连续 性 , FEM >O, i> M INE 


HEES T 
AHH n Nj o M UB |E 天 二 既然 此 性 质 对 每 由 到 
A Re RUE D. | 


现在 应 用 定理 4.6 来 研究 独立 随机 元 列 与 平稳 随机 元 列 的 强 
太 数 定理 . 
WR (EL, Ce Ww a, MERE BR m, HEX E, € 多 ， 
J= Ll, 2, 7, m, 尾 一 组 正 整 数 二 二 i 之 之 fn; 有 
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P| Ñ tu: E to € £i) = T[PGo* £o € Ep. 


1 一 1 inl 


(4. 6) 
RE 32, Ce 为 平稳 的 ， 如 对 性 意 正 整数 +， 有 
PU tos bw) € E) 
= Pi /Nob € Ej]. (4. 7) 


以 上 独立 性 与 平稳 性 的 定义 均 已 在 F101 中 给 出 . 
邻 定义 随机 元 Ee 的 方差 为 


DE = f sup|£€g) — E€(g) |*P (dw) 
ü ped 

= Í supl£(g) — E£Cp) |?Ptdw), 
i pP 


只 要 上 式 中 所 用 到 的 积分 收敛 . 
定理 47 BEI, Ce Wy APLC). 而 且 ES, = 0, n 
M l, 2, ts Se) A RE ERST] 


5 = Feo (a. 5.) Cj 9 œ), 
am] 


m 
a 


2) (£2. ree 在 原点 拟 同 等 连续 . 
证 a SE =F ooo RAG. 6) BEG BH 


ELAENERI E OIL, 的 独立 性 . à DR, DEEP KP NETTE 


立 随 机 变量 列 的 Komuoropon 88 A GE HI 0 (a. s.). 如 能 

BEAR ILL, DAE 1 FER e] SE E RE, 则 由 定理 4.6 BIB C > 

Ola.s.). 由 条 件 2), Fito BA, PCA) — 1, 使 w € AEH, 

MRR AO, E BR RMA SES. 今 证 对 此 w, 

(f(a) 1); 也 在 原点 氢 同 等 连续 . E e D o Rig it Ce, e, 7-0, 
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I GO |< S (4.8) 


其 次 ， 由 于 (Pn 二 1， t. N) BERI AH H fe 0, 故 存 
BRL > 0, 4m > Let 


1.2 | « y Qi = 1, 2, 7, N), (4.9) 
B. NM PN, m “> max(L, M) 时 ， 由 (4. 85 (4. 9) 得 


IE Pa) - =| 206] 


< 2l! 十 = > 16,68. | « e. | 
Zo- A, 4, 称 为 对 等 的 , FA A ~A, 如果 它 们 最 多 
相差 — o mise. 


HE, Cem PR RSLS, 它 所 产生 的 o- 代数 记 为 Bes 
Bat. 4 APA DA e 集 
(wt é lw) € E) Gr 21,2, °°, E € F) 
的 最 小 o- 代数- 由 平稳 性 ， (5,1 3E 史上 决定 唯一 具有 下 人 性质 的 
保 测 度 集 变换 T HEREBY n, 任意 五 CFR" =F x 
FX XK E Ino, 
TiGo 13 {f Cw), or, 6,(00)) € E) 
mu (wa: {E (a), +, Fe} € E), (4. 10) 
其 证 明 完 全 与 平稳 随机 变量 序列 情况 一 样 5[12])， 
RACH RART h ARE, 如 Te4 A. 全体 不 
AE $B HIE — o- FRA Ue, Up C Be. 
固定 peo TG. DHR E = Fpa iml, 2,0, m, 立 见 
随机 变量 列 EO BERN, U ZERE TE o 集 
(w Re &,(g) <C,, Im &(C9p) < €, 
(C € RD',C, € R) 
的 最 小 o- 代数 ,由 通常 的 关于 平稳 随机 变量 序列 的 理论 ([121)， 
ECD 在 .各 ,上 决定 唯一 具有 下 列 性 质 的 保 测 度 集 变换 Tp: 
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TG : {Re & (p), Im & (99. os 
Re £(9, Im £(9) € An) 
ae (wt (Re &.(g), Im £,09). e, 
Re £,, (9). Im £4,(9) € A45, (4.11) 
其 中 An AGE E22 AE Borel Æ, n = 1, 2, <=, 

AH, A, C4, MT ee, pEUEHE 7 IRIM BE E SE 
T,: TJA — TAA € S&S, dg GL. 10 Y, T, di Bo GL. 1D 中 的 
性 质 ( 因 由 有 的 定义 , 易 证 (4.11) AAW © BW Xon TÉ 3 
Co? (£0) , or, £,60)) € Ej, EP € S7. 既然 具 此 性 质 的 保 
测度 集 变 换 唯 一 , KT, ST, 重合 . 

关于 了 .不 变 的 集 所 成 的 c- 代数 记 为 Us uU, 一 Un 
SV. ERE, fA € Ur) By, WTA =TA=TA A, H 
A EUG: 友之, ACU, WAC Zp MAT A=TA=T,A 
^ A, BE A € Ue. ERE A € UL C) B'o 

定理 48” HRSG Ce ADERSBEDLDUAI, EE 存在 ,而且 
以 概率 1 ZED A SESE. 则 


t= PIS EE JUD G. s. 
nee] 


证 MR PES, HERR LED BE. REO), 为 平稳 

随机 变量 序列 ， 战 由 Birkhoff-Xinune 定理 6[12]) 

ED — ECE, CP [US (a. s. 5. (4. 12) 
AK, 在 证 定理 4.7 时 已 证 明 伟 )} 苑 ;以 概率 1 在 原点 拟 同 等 连 绪 ， 
故 由 定理 4.6, 存在 C ce. 使 

$,— € (a. s. 2. 
Ale ee dO. 由 (4.12) Ele) = EE CDD |U Ca. 5.9. BRU, 
C U,, S £6) 关于 U'; AM. MBAR ACU. 有 


[ £g Pe) = | EOP do), 
A A 


* [10] HERT (5, Hz AR AR. 
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则 由 定理 4.3 即 得 证 本 定理 (附带 证 明了 五 (2 Uo 存在 ). 


为 此 , 以 了 表示 复数 了 的 实 部 (或 虚 部 ), 注意 4 KET. 的 不 
变性 以 及 了 Tt = TC CE X 


| & (GP (Glo) 
A 


= lim 3 P| [e$ e En a] 
bl 

» 

= lim Y tr] [$< EnO «tna 


rte on 


. —- £k TR 
一 lim >) 入 P| ri$ < Ep 


k= 


= f &, ,CP Pdw) = f. EDP (a) > | È (gy P (de). 


ik RERERR AEST OR BUR HB FC GD J1 的 均 杀 可 积 性 [12]， 
i 
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第 CRX 


马尔 可 夫 过 程 的 通 性 


本 卷 研究 一 般 的 马尔 可 夫 过 程 的 通 性 . 会 第 9 箭 至 第 15 篇 共 
7 篇 . 

第 9 篇 研究 马尔 可 去 过 程 的 零 查 律 . 虽然 零 奏 律 的 概念 早已 
有 有 之， 但 本 篇 却 是 首次 明确 地 提出 无 穷 近 零 壹 律 和 无 穷 远 零 吉 律 
的 概念 ， 并且 如 以 系统 地 研究 ,本 箭 中 斌 究 了 马尔 可 夫 过 程 无 穷 
e GRO 零 壹 律 成 立 的 充分 必要 条 件 , BIB T OC xe Ee Rs MG 
性 之 间 的 联系 , 无 穷 近 零 坦 律 与 强 马尔 可 夫 性 之 间 的 联系 , 以 及 
全 体 尾 事件 的 刻 划 . 

第 10 篇 研究 常 返 马尔 可 夫 过 程 的 性 质 ， 得 到 了 过 程 常 返 的 
用 过 份 函 数 表 述 的 充分 必要 条 件 ， 过 程 的 强 零 贮 律 成 立 的 用 有 办 
调和 函数 表述 的 充分 必要 条 件 ， 并 将 所 得 的 结果 应 用 于 精 圆 型 偏 
微分 方程 的 研究 中 ， 

* 167* 


第 11 篇 研究 非常 返 马尔 可 去 过 程 . 即 暂 留 马 尔 可 去 过 程 . 由 
于 暂 留 马 尔 可 夫 过 程 随 着 时 间 的 无 限 推移 将 趋 于 无 穷 远 ， 本 篇 研 
究 过 程 趋 于 无 穷 远 的 方式 . 证 明了 一 个 很 有 趣 的 性 质 : 在 一 定 条 
性 下 ,过 程 必 须 通 过 一 切 方 向 绕 无 穷 远 点 作 匹 穷 次 徘徊 后 方 趋 于 
AH. 

第 12 篇 研究 扩散 过 程 , 找到 了 扩散 这 程 在 随机 时 间 替 换 下 
仍然 是 扩散 过 程 的 充分 必要 条 件 . 

第 13 篇 研究 Martin 边界 和 过 份 函 数 的 极限 定理 . IFEK 
过 程 ， 每 个 过 份 函 数 e 有 极限 lima(ti)， 本 篇 研究 一 般 的 马尔 可 夫 
链 的 过 份 函 数 的 极限 性 状 ， 首先 ,给 出 了 离散 参数 马尔 可 夫 链 的 
Martin 边界 理论 概要 . Ale. 证 明 暂 留 马 尔 可 夫 链 的 过 份 函数 在 
FELTER. BIERIT TRE YR. ATC RRS 
收 伍 的 关系 . 引进 了 原子 核 的 概念 . 在 原子 核 的 情形 , Fete 
为 通常 的 收 籁 例如， 双边 生 无 过程 的 岩 和 马尔 可 夫 链 至 多 有 2 
个 原子 核 , HE BLL SY HA > — co Ali > + 00. BR, 将 结论 
应 用 于 连续 参数 可 列 马 尔 可 夫 过 程 , 主要 研究 积分 型 泛 函 ,而 且 
在 双边 生 灭 过 程 的 情形 得 到 了 详细 的 研究 . 

第 14 篇 研究 了 马尔 可 夫 过 程 的 某 些 联合 分 布 . 具体 地 说 .过 
程 的 停 时 ,过 程 在 停 时 上 的 位 置 x(4)，, 协 停 时 ， 过 程 在 协 停 时 
Lf Br CC 四 者 的 联合 分 布 , 并 将 结论 应 用 于 dt 这 3) 维 布 朗 运 
动 , 求 出 了 对 称 稳定 过 程 首 出 球 点 与 末 离 球 点 的 联合 分 布 密度 . 

第 15 篇 是 作者 从 事 地 震 的 概率 预测 时 的 理论 研究 成 果 . 作 
者 从 理论 上 研究 了 地 极 移动 ( 钱 德 勒 摆 动 ) 的 数学 模型 一 一 随机 
微分 方程 模型 ,首先 , 求 出 了 地 极 移动 方程 的 解 . 然后 , 证 明 此 
解 是 二 维 的 正 态 , 平 稳 , 马 尔 可 夫 过 程 , 它 具 有 遍历 性 ,并 找 出 了 
该 过 程 的 转移 概率 密度 及 相关 函数 . 最后， 研究 了 地 极 移动 模型 
的 最 佳 预测 公式 和 预测 误差 . 
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第 C 篇 马尔 可 夫 过 程 的 零 壹 律 


本 篇 的 目的 是 研究 马尔 可 夫 过 程 (简称 马 氏 过 程 y》 截 豆 律 域 
立 的 充分 与 必要 和 条件, 并 第 出 一 些 便 于 运用 的 充分 条 件 . 独立 随 
机 变量 序列 的 零 壹 律 及 其 重要 性 是 人 所 共 知 的 7. 近来 在 马 氏 过 
程 的 研究 中 也 常常 出 现 概率 只 能 是 0 或 1 的 事件 , 它们 大 致 可 以 
分 成 无 窃 近 的 与 无 穷 远 的 黄种 ,作为 前 者 与 后 者 的 例 可 分 别 见 
[e] 中 $ T. 11 的 定理 3 及 $I. 10 的 定理 4. 然而 目前 已 有 的 
结果 大 多 是 利用 特殊 的 条 件 分 别 证 明 的 , 国 此 有 一 般 处 理 的 必 
要 . 看 来 ,关于 齐 次 马 氏 过 程 无 穷 近 零 壹 律 的 第 一 个 一 般 性 结果 
属于 [3],， 它 给 出 此 律 成 立 的 充分 条 件 , 这 结果 稍 许 变形 后 重 述 
于 [8], 并 推广 到 非 齐 次 场合 (参看 下 列 定 理 1.20. SSRHNSH 
应 用 可 见 [1,， 2. 4. 5. 9, 10] 

我 们 考虑 的 马 氏 过 程 是 有 任意 状态 空间 的 , 一 般 未 必 是 齐 次 
B). 全 篇 分 成 三 节 . 9, 1 中 得 到 了 无 穷 近 零 章 律 成 立 的 两 个 充分 
与 必要 条 件 . 在 此 基础 上 得 到 了 一 些 简 便 的 充分 条 件 , 例 如 证 明 
T: 具 可 列 多 个 状态 的 蕊 氏 过 程 必 使 此 律 成 立 ; 只 要 满足 常见 的 
标准 性 条 件 (1.17)? 或 (1.17)， 然 后 讨论 了 此 律 与 强 马尔 可 夫 性 
的 关系 ，9. 2 中 找到 了 无 穷 远 零 查 律 成 立 的 充分 与 必要 条 件 ， 并 
Ai SSA RSet. 9.3 专 论 齐 次 马 氏 过 程 , 其 中 证 有 明了: 通常 文 
献 中 所 见 的 常 返 型 马 氏 这 程 都 使 无 穷 远 零 壹 律 成 立 ; 然后 利用 
Blackwell 的 理论 来 研究 笨 件 零 查 律 . 
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9.1.9. 3 TPH AMPH. 其 中 包 合 [6] 中 一 个 结论 的 反 
ti. 


9.1 FEFE 


RHAL] 中 马 氏 过 程 的 定义 但 只 考虑 不 断 的 马 氏 过 程 ， 设 已 
给 基本 事件 空间 只 三 (o) Rap miss Bl CE, 50, oR SAE 
单 点 集 ; 对 一 切 e € Q, t ze 0, RAT EPH BM ee, u) = 
xe) 有 定义 ; XE fg O0 si. 设 已 给 六 中 的 = 代数. 天: Rod 
WM, AD, tes; 最 后 ， BPs eo, re E. Ose 
上 的 概率 测度 P., .， 我 们 说 ， XX ELE XOU ICIIRX = Gy 
Me PL, MI 
CAO) NÉE Ost s Lima. TER, A 
ix, € P1 € «t C auti 
(B) $E SLE B BR 
pir LOS Pr, CP) Ossai, DEA), 
(1.1) 
Mj pis, xz; s, EN) = OMA pG, x: ts Bac CE Wee 
(在 目前 情况 下 , 有 pls, r; s, (D = 1); 
(C) 马 氏 性 成 立 ; H oK Ssi EEE TEA, A 
P, ix, € TNA = p, asus D) CP, .). (1.2) 
iB 9 CP...) 表示 关于 测度 P, - 几乎 处 处 . 
AF ir’ u ET) iW Ppe—-Wiae, E Pu ET, Fe æ) 
BE oS. m 
N S= F irop suth N,— Nh 
N = {Tr s Eu, 
对 多 上 任 一 有 穷 测 度 n 积分 


P, AAI 一 | -Cd (AE N’) (1.3) 
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EXN EK MEP.. 4 A € N', mx os ES 82r gm o» 
FEA EN. A, EN, fh A, CAC A, WA PAD = 
P,, CA. Nt 2 M. Xt A c Ne, iE X P, CAD = P, QUA. 则 


P, 延 拓 到 NE. 

DAC 2 BA COE: nr. BRC 
uL, 门 of. 

重要 的 是 OH o RAN N-A 直观 地 说 , CITERE 
s 无 穷 近 将 来 中 的 事件 所 成 的 o 代数 . 


我 们 说 , 对 马 氏 过 程 X S193 WEGE EG Yr. MRM s > 
0.x € ERAECN Qa A P..,CA) = 0 Be 1. 
定理 1.1 WARNE X = Gn. 24. P), 下列 二 条 件 中 
的 任何 一 个 都 是 无 穷 近 零 壹 律 成 立 的 充 要 条 件 : 
(A) MER OSs Cu, P € B, FEXE— FL UL), t, s. HM 
Hare kE, 有" 
P. , limp,» m2, 4, D) — pls, xs n. D). 
(B) X = G,, Hho Poo 是 马 氏 过 程 . 
证 HEROS Sm Cu, EB, TE EE, 有 
P, Ax € 了 | = Pn Tag Hs D CPL), 
(1.4) 
fERR— 3] (o, f v, pr Ses, 由 Martingale 收 襄 定理 [6j, 可 见 存 
在 极限 
limP, Gr, € P|.4»)— P..G,€ Pl (Pads 
A dB CI. 4) ARI, HEF I vans 存在 极限 limptv,， Ei Us 


P) ñ EB. 
P. Ax, € Dji) = limp(@,, zx, s; u, D WP... 
E ud 


(1.5) 


* 记号 Pjim 表示 依 测 度 PR. ACB) HAE TELS JS. 21 Be il n. 
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XMEIXeDOoROxsmrmtxDu.gH 
P,,.( |p. mau. PY pn. xau, I0] > 6) 


= [ Pa Cee. ay u, D) — pGra xu us D! 
> FOP, (den 
= [ Pee, xod D) — pir. x us FO] 
> eP, (dw) 
= | Place Za t, D — pir, ys us D)| 
> pG, z; rs dy). (1.6) 
AD mar. EX ru. D € Z, WEEB n). 


rir. @M-Wy CE, 有- 
limP,, ,C| ps, Irous DP) — plrs yu, )|69-—9. 


ERG. 6) tB rg n. HERR.) 并 用 积分 控制 收 仇 定理 ， 邵 
得 
P, empe, ty Uy D) — pir, ays tts D»). (1.72 


由 于 (1.5) r(o,) EEIE v yr FRAU. 特别 可 取 w = ras 
比较 (1.5).(1.7)， 并 注意 依 测度 收 敏 极限 的 唯一 性 .可见 
P(r, € D |A = pr. rs us D (P, (O8) 

HEROL Sru TE Z, rE EN. HEr-—u. B 
式 仍 然 正 确 , 因为 这 时 双方 都 等 于 Xrtx,)，(P,, .)， 这 里 Xrty) R 
m OD MUERE BRL. HU Xr(y) 等 于 1 或 0 视 yET 或 y 全 研 而 定 . 
于 是 (B) 得 证 . 

Ah B 证 无 穷 近 零 专 律 成 立 , 此 证 已 在 [8] 定理 5. 11 的 系 
中 给 出 , MEM RI. 

现在 设 无 穷 近 零 壹 律 成 立 而 证 (A). $ Ni. = N Ni, 显然 


Nig GN N Meg. EWER. 50 Eb, E ERARE 9] 6 d ss 5 之 
uy FER Mlima x5 us MCP. 在 它 无 定义 的 点 上 补 定 


义 为 0 后 , 这 极限 显然 应 为 Ni 可 测 , — 20 nsi 因而 必然 也 是 No 
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= 门 N; 可 测 的 , BEN D onus 可 测 的 .既然 由 假设 Mn 


4, ASP... WEH ORINE., 故 存 在 与 中 无 关 的 常数 c, 使 
limp, x, ;u.I)-c (P... (1.9) 


tts 


镜 下 只 要 证 < = ps, cpa. D. Ah. 利用 马 氏 性 及 (1.9) 
得 
pts, Ti Hs D) = Poux, D = P(r = x € D) 


=| bmx OP, udo) 
Grm T 


-~ | cP, (dw) = €, 
Cram an) 


& p(s, cpu, D) — c. a 
实际 上 我 们 证 明了 更 多 的 事实 , 由 (1.5)，(1.7) 可 见 , X s 
"reu.ID € 5 EqE—S) onir A 
lim p Cn» ai M, P) — pO. nau, D) (Paa) 


a. 10 
特别 , Sr = s. 得 知 条 件 (A) 等 价 于 
CA!) SEF ods, 下 式 对 一 切 了 后 五 ,了 丘 天 人 5 成 
Ma 
limp Cv, » XQ; 4. D) = pls, x; u, TY CP... 


(1. 112 
Anf iu. :之 0) 是 独立 随机 过 程 , WACES RAEN H 
PG. xiu, D) 5s, r ERU 5), MCA) 恒 满 足 量 无穷 近 零 过 
RL 
4D AAS ERE A thr MSS RCE. C, 50), HCE, C) 
为 拓扑 空间 而 (五 ， 55) 为 可 测 空 间 . 称 拓 扑 可 测 空 间 为 x- 空间 ， 
如 果 名 是 开 集 系 C 的 某 子 系 所 产生 的 = 代数, 而 县 对 每 一 UE€ 
BC, FE BUM HES RR FO. 使 当 而 且 只 当 x EU 时 
FG) x 0. 
取 值 于 L- 空间 的 马 氏 过 程式 称 为 及 乎 右 连 续 的 ,如 对 任意 
.1?3* 


HoO<s<ar,r EE, HEF ter, Tit JL 3P- ah atk 
limz, (#) = e) CP, D. (1.125 
DET 


WHA, dog LEE. C, 360 上 的 有 界 2 n] y RR 
界 连 续 SO 可 测 函 数 ) Sk. BRAH GH. 对 了 抱石 ,定义 


Fir, y) = | prs ys us dz) f(z), (1. 13). 
E 


Fors y) 当然 也 依赖 于 zw RI. 如 转移 函数 ps. x; u, D 是 齐 次 
89. 即 如 满足 
PG) xs 5 d t, D) = pO, m; t, P) zx Pit, x, DD, 
(1. 14) 
We s. 
Fon = | Po. y dayflz) (FEM). (1.15) 


称 齐 次 转移 函数 pG, z, DO Xs Feller 的 (相应 地 ,Feller #9), 如 
SER eH, damum./c AD, FOOD € A. 
X11 只 要 满足 下 列 二 条 件 之 一 , 2 DXDTGBUR. 
L. X 几乎 右 连续 , MAME SEH, 
limF (r, y) = FG, x); (1.16) 


2^. X 几乎 右 连续 . AB wwe Feller 的 . 

证 ”只 要 分 别 在 假设 1 或 2" 下 验证 定理 1.1 中 (B} 满 足 . 当 
X HARM. [8] 中 定理 5.11 BEAD 成 立 , 那里 的 证 法 在 
JU iE SE BB iR. RUA OER. 当下 为 实数 空间 
时 ， 为 使 过 程 几乎 右 连 续 ， 只 需 它 右 随机 连续 ， 即 人 1. 12> 中 极限 
理解 为 PP ,lim RET. 故 “ 斤 乎 右 连续 "本质 上 弱 于 "“ 右 连续 ”条 
件 ). 

下 面 定 理 说 明 , 一 般 文 献 中 常见 的 具 可 列 多 个 状态 的 过 程 都 
满足 无 穷 近 霍 查 律 ， 

定理 1 2 READ, GS EW AER PRIN o 代数 ， 
T EXPE SI Og 

limP,,(s, 2 21 Cy € E», (1.17) 
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FOR PGs, D = p(s art fy}. Gro v WEAR: 则 无 穷 
SSE Re. 
注 1.1 — Wn PG. D BATRA, MÆ. 17 化 为 常见 的 所 
谓 标准 性 ( 见 [8]) 条 件 . 
limP yy) 一 1 (一 切 y € E). (1. 177 
定理 1.2 的 证 明 先 证 在 条 件 (1.17) F, Pts. 0JÉs € 
LO, D 的 右 连续 函数 . 实际 上 , er > s, MU 
Pi, D — PG, O PG, O11 — PG. 7075] 
一 SPa ls, PAG 0. (1.18) 


右 方 两 项 都 不 超过 m Ps, r), BL 
[Par D) — Pits, O| x51 Peer) 0 rd. 


(1.19) 
RK, HER e>isar<itn A 
P, Cx, UU zl => E) 
= IP..,0a,— ar, D > OP. 6.1) 
EI 
< SU Ppr, OUP. (sy n. (1. 20) 


BE £5 7i BEM OR HD OP. Gs.) 二 1 所 控制 , 故 由 (1.17) 得 
limP,, +€ jz, —2z,| >) = 0. 
从 而 存在 一 列 i, Vr， 使 


limz, =z, (P,,,). 


t£ dr 


ASE Ao a. B bx P..JL3— H o. YETYEIE BE 
Nw), 24 n ze Nw) Af x, (0) = r, w), Fee CI. 19) 得 
limPs ,G,, u) = Pl, u) CP.) €1.21) 


38 48 (6) 的 选择 , RR GI 依赖 于 x, 但 由 五 的 可 数 性 , 利用 对 角 

线 方 法 ,总 可 选取 一 列 会 ) tr. (80.20 对 一 切 测度 P. x 

€ E) 成 立 . 故 定 理 1. 1 中 条 件 (A) 满足 (为 此 ,只 要 在 (1.21) 中 

Rr =s, 并 注意 此 时 (A) AE E DD. [| 
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必 为 无 穷 近 零 专 律 不 成 立 的 例 , 考虑 只 具有 三 个 状态 的 六， 
E= (0,1,2), BREE BRA Pnl 一 1， Pa G) = Po) = 


Za >00; PO S= PaO 1020. 设 开始 分 布 集中 在 0, 可 


M orlo), £28 0, 使 一 切 样 本 函数 在 1 0 0 连续 . 令 
Tie) = inftt :£ 22 0, r(t, æ) = 1), 
MAS (Go: Tle) = 0) = rle — 1) € Ni, Be > off. 


HA € NIC N' Des MME PCA) = PUO) 一方 , RHP, 
=P, BRAD 不 满足 ; 实际 上 , HAREM, Bs = 
0, B[CI. 11D 化 为 


limP(u — v,, x, , I0 = Piu, x, P) (P). (1.22) 
a FD * 


其 中 # o WR = 0, = (1), 则 在 本 例 中 , 上 式 右 方 化 为 
1 


Pa Ca) 一 就， 但 天 方 则 以 Po- 概率 172 等 limP(u — v,. ls 11}) 
— ]. MUL P 概率 1/2 8 Flim? — v,, 2, (110 2 0, Kiert 
(1. 22) 不 成 立 ， 


试问 强 马 氏 性 与 无 穷 近 堆 坦 律 的 成 立 有 何 关系 ?这 依赖 于 如 . 
何 定 六 强 马 氏 性 .如 依照 [8] 中 的 定 浆 ， 则 这 二 者 间 无 直接 的 草 
AX. 因为 这 种 强 马 氏 性 只 要 求 马 氏 性 对 比 常 值 时 刻 更 多 的 时 
刻 ( 即 所 谓 不 依赖 于 将 来 的 时 刻 ) 成 立 , MAAS Se ee 
1. 1CB) 则 要 求 马 氏 性 对 常 值 时 刻 然 而 却 是 更 太 的 5 找 数 -AT 成 
X. 在 [4, 10] "P XSETEUXCRL IK LE X = Gr, NT, PO GR TRE 
氏 性 的 定义 ， 它 要 求 马 氏 性 不 仅 对 更 客 的 时 刻 而 且 同 时 要 对 更 大 
的 o 代数 成 立 , 故 [4,10] 中 的 强 马 氏 性 比 [8] 中 的 更 强 ( 如 果 限 于 
X — Gr NP P.) 的 特殊 情况 来 比较 的 话 ). 特别 , 由 [4,，10J 中 的 
383 PEAT ELE HI X = Cn, NT, PO 是 马 氏 过 程 , RPA 一 
0 或 1 对 一 切 4E N* F1 NS» = Novo Br. 

HR, WX = Gr, Ais Pods WR NG SM, M, 
Nina. PO CESR. 由 定理 41.1, WPCA — ORT AE 
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EAC€NL,gX ste 0, 7 € EER. 
9.2 Jc Sx 


现在 来 研究 X = (n. 1. P. 的 无 穷 远 零 壹 律 . Coll 
=(] N, RHRKREP, WES oR... 如 对 一 切 A4E 


Tes AP. AAD 一 0 或 1, PEP. CSV SERE. 如 对 一 
Wsze0.r€ E.P... XSjxz WW dbor. ELS IVEGEG 
Ror. 直观 上 可 称 ILS. 中 的 集 为 尾 事件 . 

LDP B= C OP, Oo 表示 PCBAC) = 0, ifj] BAC = (BC) LI 
(C\B). 

定理 2.1 任意 固定 4 € H.... 

G) 4 可 表示 为 

A 二 站 U, E fo=U EE) qG.». 


m=] m—m me] r 


(2.1) 
其 中 {2,1 HEARR 2, foo, E, € D. 
GD P, (A) 一 0 或 1 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 列 常数 {1.}， 
本 后 cet 因而 对 任 一 列 如 此 的 ft.}， 有 
limP,,, (A) = € (常数) OP, (2.2) 
此 时 必然 卫 ,..(4) — C. 
iii) MEXEU, N, P, ERER P.a CAD ez 5} 可 
分 , UWP. (A) = 0 或 1 的 充 要 条 件 是 


limP {A} =C CP, 5. (2.3) 
XE Ame AC HIER. 由 马 氏 性 
P, CA|ND = P, íA) (CP,, ads (2. 4) 


4 UBIE— 940. m T3x35.18 
P, (ALN = limP,., (A) CP, 2. 
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HFHON, 有 


Xale) = limP, (Ad Py). (2.5) 
任 取 常数 a, Aal, A 
E, — (y : P CAD > a) € EH, (2. 6) 


WjxfubiES. (2.10 gir. 实际 上 ,以 4, 表示 使 (2. 50 成 立 的 的 
dE. |J P. (8) — 1. Mae A 则 Xatw) = 1. ARH C2. 50 知 ， 
— War XH Ho 有 Pan uo CA) Ia, ak Ep z, Cw) € Eps üt e 


EU (Yi, € E». RZ. ine € 0, — A, Mx.) = 0. 由 
m=) NSM 
(2.5) Bl, XEI— JE AK B n A Poi iw(4) Sas 亦 即 xz,(w) € 


E.i&e€c[)] Uo, EED 因而 得 证 除 最 多 差 - 已. .- 零 测 集 


dx 


Sb, N Ue EEAEU (1G, € E». 然而 堪 方 集 显 


m=] n= 


然 包 含 右 方 集 , 故人 2. D 得 证 . 

注意 (2.6) 中 的 1E,) 依赖 于 {ti} E o. 

为 证 (i), 只 要 证 存在 一 列 t 4 oo. 使 (2. 2) 成 立 是 PA) 
= OR 1 的 充分 条 件 , 而 (2.2) XEFE— 31] £, * oo 成 立 是 必要 条 件 ， 

设 (2.2) 对 某 一 列 c, 4 oo REL. WAR C2.2) 4902.5), 可 见 
Xalo) =C, OP), REC DOR ORE 1E EL P. CAD — C. 反之 ,如 
P,.CA) = 0 8 1, BA x4 = OCP...) 3X X4 = 1 CP, 2. BIO 5 
知 ,对 任 一 列 * ce， 有 limP , CA) = 0 CP, BlimP,, , CA) 
= 1(P, 2. 在 前 一 情形 取 C — 0, 在 后 一 情形 取 C 一 1， 即 得 证 
(2. 2) 对 任 一 列 1, * oo 成 立 . 

最 后 ,如 {P,. CAD. (zs) 是 可 分 过 程 , Waid 由 (ii) 及 可 分 
性 ([7, 第 2 章 定理 2.3 D 推出 . I 

作为 定理 2.1 的 简单 推论 ,考虑 独立 随机 变量 过 程 {z，# 之 
0} .由 于 此 时 己 .:(4) 5s, 工 无 关 , MOS) 中 的 E, SET. ER 
£C SEO. FEO DEA A 03€ A — OCP), 这 里 PP 等 于 一 
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Up P. 此 外 ，(2. 3) 恒 成 立 ， 故 截 壹 律 成 立 ， 此 结果 对 独立 变量 


序列 是 周知 的 . 
另 一 椎 论 是 : 如 积分 方程 
FG, x) = | zc， at, dfa, y) (2.2) 


的 任 一 有 界 解 FG. D — CORSO. 则 对 一 切 4 € TT... 有 


JE 
P, (A) = O08 1i MEW P.C = 0 Rl ox Be. DUI 
它 对 性 一 对 上，z) 也 成 立 . imt, 由 


P,, <A) = [ec zi t, dy)P,, CA) (2.8 


MiP, .CA)) JE 2. 70 的 解 ; (RRSP. ASC, RE 
(2.2) 而 由 定理 2. 1 即 得 所 需 结 论 . 


定理 2. 1 还 蕴含 一 重要 事实 ; LT ED sni nz m) X 
T P.L 88956 £46 o RB t oo CERE SERA IL, DME i 而 42. 10 JUI 
RA N. = Ws. FU. 对 过 程 X 的 P.L. 无 穷 远 零 过 律 的 研究 ， 
化 为 对 序列 {x, ,rn 2 0) RE ESE. 
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以 下 研究 齐 次 马 氏 过 程 半 二 Gn. Aa Pis 60 GE X RS, 
288). 由 于 转 称 函 数 对 推移 的 不 变性 ,这 时 自然 不 宜 考 虞 
T= A, 而 应 考虑 它 的 子 o 代数 六 , A CL, mm A € H, m 
B3HE—:2 0.4 P.GAAA) = 0. 定义 时 二 (Nu RM 中 的 

+E 
集 为 不 变 集 . BAC, 由 于 
PAA|-@) = PALAIA = PLCA) (OD, 
X, = limP, (A). (P) (3.1) 
XHE— 930500 RÍ£— x € ER. IERI BI C2. 5) 可 以 证 明 
定理 2.1 一 样 ， 类 似 地 可 证 
=- 179° 


定理 3.1 任意 固定 4€ 半 及 rE€ EE 
CG) A 可 表示 为 


asf) Uc eosU fle eodqwo. a» 


Et e= (y: PD >a €338.0«a«1,;t,5*oc f£. 
Gi) Affe PCA) = 0 xx 1. 充 要 条 件 是 存在 一 列 常数 Gs 
1, 5 co (AM xEEE— Fu ale}. 有 
limP, (A) = C GOES, CPL). (3. 3) 


时 一 


此 时 必然 PAD = C. 

Gi) WCQ, N°, PO ER PIP, (CA), tS 0) 可 分 ， 则 

P.CA) = OR 1 的 充 要 条 件 是 
limP,,(A) = C CP). (3.4) 

TER, (3.2) 中 的 e RRIT o EIH es. 

由 定理 3. 1 立 得 

系 3.1 FLRMBCACURZTE E, 

(32P,CA) = OCP,CA) = 一 1) 的 充 要 条 件 是 : XF FP 对 几 平 
一 切 的 w, FAP ITE Be}. A, — h(a) 4 co RE aO a 
1, fii r, (w) € Ee. Cr, (9) € e) XE—H] n 成立. 

Cb) $062, N°, P) 上 的 过 程 {P, CA), EZ 0) Sp. BUE PCA) 
= 00P,(A) = 1) HEERE: 关于 PL. 对 几乎 一 切 的 w, 存在 
FLERE 0.1. 6, = ta) po, Ra, 0a c1, B xr Ww) € 
ENe, Cr, (9) € ea) 对 一 切 n 成立 . 

证 ”加 PCA) 二 0, M) Xal = 0CPD), EG. D PR = n, 
fhmP, CA) = 0, 因而 对 P. 几乎 一 切 的 ©, 存在 正 整 数 N = 
Nt), Hn z N Wl, Prl A) Sa, IAP m Co € EN, 然后 取 
k, Ca) = Nw) +n, BIS Ca) 的 必要 性 . 

反之 , BG: HE JE GO 中 要 求 . 由 于 (3.1) 对 任 一 列 
En + eo 正确 ， 故 

limP, (A) = x, (P). 
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既然 对 P, 几乎 一 切 w, ETE LP, 0A] FIP, C1, 使 
Pw (AlSa BEAM 
0 一 limP (A) = Ya (Pa). 
这 表示 P.(4) = 0. 对 PD = 1 的 讨论 类 伺 . 
A PLCAD, t Ze 0} 可 分 , 则 (3.1) TRB 
limP, (A) =X, (P. 
然后 重复 上 述 讨论 , BIB Cb». [| 
应 用 以 上 的 销 果 ,可 以 证 明 , 通常 文献 中 所 见 的 常 返 型 齐 次 
马 氏 过 程 都 使 无 穷 远 零 查 律 成 立 ， 为 此 , 我 们 先 下 一 般 的 常 返 性 
的 定义 . 设 琅 为 取 值 于 -空间 的 齐 次 马 氏 过 程 , 称 x 为 常 返 状 
aS, WME- E r TRU. 存在 一 列 实数 二 = (2) 4 oo, 使 
PG, (9) € U, —) n) — 1. (3. 5) 
定理 3.2 dor AI Feller 过 程 的 常 返 状态 ， 又 过 程 
{P, CA), t 220) 可 分 “,， A CL, A PCA) = 0 1. 
UE 注意 P,(4) 是 ?的 有 界 SO DRE. 故 由 强 Feller 性 
EK 
PA) = E,P,(A) = | PG, y, dP CA 


Al, P,CA) 是 y 的 连续 函数 . MRO PICA) — c «c 1, 则 
v=|y: <ra tE] (3.6) 
.是 含 + 的 开 集 . 由 z 的 常 返 性 知 , ETE GL Co) 4 oo fit (3. 50 XE (3.6) 
中 的 U B. HFUS |y: PD > S] = eg tt 
PG, (0) € ec, —H na) — l. 
于 是 由 系 3.100 得 P.(4) = 1， 另 一 方面 , h U C Eear 及 
Pr (w) € E\easoas — 切 #) — 118 PAA) = 0. 然而 常数 


* aS. BOQ, N’, PO bP, CAD, tO) 可 分 . 
* 18i- 


PACA) RU REBCAS T 1 又 等 于 0, MRE. PTE PLA) SOR 
1. E 
现在 和 逐一 讨论 各 种 常 返 型 齐 次 过 程 ,， 从 简单 情况 开始 ， 

(00 HEX = Gu, Na PAAR. HH 0,1, 2,5 E 
= (0.1.2.0, jg PIT =P. z, fy). 在 五 中 引进 离散 拓扑 
后 此 过 程 是 瘟 Feller 8j. 显然 , HAC 9L, (P. CA), n 2m 0) BTR. 
Eun x Hi. Me P.CA) 一 0 或 1. 注意 , 这 里 常 返 性 的 定义 重合 
于 马 氏 链 理 论 中 的 定义 ([6, 1 $4]): r GR I TEE IER 


IP = œ, 

设 Xa y Hi. Bl es 4 7E IET*XRNN me Ha tE PSP > 0. 则 y 
iN um. 0G — infi : x,(w) — y), AA PO «o0? = 1. 
因 和 参数 集 离散 , X3 IKU.dmAcTmBOA-A(C-U 
io), Bj 


PA) = | PAIN pP. (de) 
[geon) 


一 | Pe COP) 
= PKA P.Q « o0) = PA), 
EF o 代数 NN; 的 定义 见 [8]， 这 表示 PA) PCA) 或 同时 为 0， 
或 同时 为 1. 
(D WX = (x, Ne PD) 为 可 列 号 氏 过 程 , E E HA E. 
此 过 程 仍 是 强 Feller B). 设 转移 函数 PG 是 上 的 Lebesgue Fy ill 


iB. 一 切 z, yE E. 在 [6, I $10] 中 证 明了 | P, cod = oo 等 


HF DP.) = co. TER Pn) E X RAD BER = GS. 


N,. PofnibSESREREE. 其 中 元 — us N, =F (In 0m <n} 
CN, WP, WE PLE Siz. mS 0} LARR Ams BRS 
一 代数 关于 P. 的 完全 化 Lu. m SOM, 应 有 P,(B) = 


PAB). 现在 设 | Pade = oo, 因而 了 Plm) o. FE 
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X 的 常 返 状 态 , WER X HARRE. 考虑 X 的 不 变 集 A, mx 
理 3.1(i), A due X AREE. 故 根据 (a), (P.C — PO = 
0 或 1， 进一步 ， B x. y 在 下 中 互通 ， BI TEYE: > 0, to > Os 使 
PnP > 0. 则 仍 由 [6.TS10 知 .zy 在 广 中 也 互通 . 
因此 PAD = PA) = PAD = P,CD HM A € 3, 6A — 
Ac Hrt 0) 成 立 ， 
CDIR X = Ge. o, PO 为 连续 强 Feller WH. E — Gur) 
FA FRA — EKE. 定义 
Tla) = inil: r, Sad, fa) = inf( i x, >a), 
设 下 列 条 件 满足 : 
R, wR a, be E adh, 
Pin) « oo) P.C Ca) < oo) = 1, 
在 此 条 件 之 下 , BESUEBRHCLUI1.15.5 ED 
P,(limz, = r dimz, =r) =] (—HlxcE. (3.7) 


thue 


由 (3. 7) 及 过 程 的 连续 性 知 , 每 一 状态 了 都 是 常 返 的 . 其 次 , 由 强 
Feller EREHE, (PCA), 2220) 是 连续 过 程 , ACW. 故 
由 定理 3.248 PAD — 0 3X 1, x € E. lo 知 , MOA At 
> OFM, 则 P.CA) = PA), XI— 8L x. y € E. 

(8) 上 例 的 一 般 化 如 下 : RX 为 取 值 于 I- 空间 的 右 连 续 强 
Feller 过 程 , x 是 常 返 状态 ， 则 因 对 A CU, POX y ER, Bx 
UP. (A), 1 这 0} 对 +t 右 连续 . 由 定理 3.2 即 得 P:(44) 一 0 或 1. 

总 结 上 述 , 得 

定理 3.3 设 久 为 齐 次 马 氏 过 程 ,， EE, ACA, EFIA 
件 之 一 下 ; 有 P.(4) 一 0 或 1. 


CA) X 为 可 列 马 氏 链 ， > ,Po = oo, 此 时 如 z+, yy 互通; 又 对 
n=1 


HERO, LASA, RE P.(A) 二 P,(A)==0 或 1; 
(B) 区 为 可 列 马 氏 过 程 , Paa) Ær ii Lebesgue 可 测 函 数 (一 


Hz, y€ E), n R [ P. cod = oc, 此 时 奶 xy 互通， 又 对 一 
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UJtz0.86A-— A, WPCA) = P,(4) 一 0 或 1; 

(CO X 为 连续 强 Feller WH. E— (ri, r, WARE RB 
E: wet OA-A, tM 6020, 则 P(A4)==P,(A) 一 0 或 1( 一 
Wa, yE E); 

(DO X 为 取 值 于 工 空 间 的 右 连续 强 Feller WH. z WR. 

对 非常 返 情 况 , HHS SHRM. 例如 , RX HSK 


BE. Pah, Pa = ， Py 一 已 :一 1， i a= Uf 1o.-Dpes. 


1 
2 
然而 Po(A) 二 方 , 再 举 一 例 ; 设 RABBI RUE, 二 一 (0， 


1. 2). Pa D= He), Pa) =Pa 0A e~), Prd) 
= Pat =l, t0. 令 s {a= : xz f@)=1), A= tw H si (ae) 7c 


Ro. 则 ACA, 然而 P(A) =P ret =D, 其 中 r=inf 


Go mle. EARTE 1 $10] 中 系 2 的 第 二 个 结论 错误 ， 
那里 断定 PotA) 二 0 或 1. 

考虑 任意 齐 次 , EF 可 列 的 马 氏 过 程 羡 二 (xi, Ana POMA 
BRE =n Ñ, PO, 后 者 完全 像 在 (8) 中 一 样 定义 ， 按照 
Blackwell 的 理论 (f6, 1 $17]), WAR E xt X RP, DRAS 


FF RY FP ILE AR E, 之 和 : 

E=E,UE,UELU+. (3. 8) 
其 中 EE,— GO Go). E,GI 0D ICT SRI E, 为 完全 非 原子 集 . 
这 里 及 下 定理 中 的 xE ERE. 


定理 3.4 P-(4) 一 0 或 1 对 一 切 A C 9L RAAE AR 
E—E,G7-0), 即 分 解 式 (3.8) 中 只 存在 一 个 原子 集 量 Es ABR, 
亦 即 E 本 身 是 原子 集 . 

证 ”对 任意 BE 多, 以 红 (B) 表 任 一 满足 下 二 关系 的 w 集 ; 


ea» (YU een (P5 (3.9) 


£C) c). (3. 10) 
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tH (G. 20 AT. 对 任 一 ACU, 存在 BOA, 使 ABIA CP 特 
Bl. OD-O0CO. HBR ESE, SCE D=O (P,). 于 是 
P,CA) — P.C CB») 
—PIGÉCD (EGO) PABAN ED), 

但 ESE 是 原子 集 , P.GEOBO EOD HEAT O0. 或 者 等 于 
P.SECEO) — P,CODO —1.. 这 便 证 明了 充分 性 . 

反之, &PAA=0 1 对 一 切 ACU mar. 车 说 存在 不 同 
的 E; E, 它们 都 是 不 空 的 , WCE, AE RRF HB 
PAED >0, PASE) > Am ETI RDF 1( 这 是 


PUPAE) AD, SARE. 故 只 能 存在 一 个 已- M 
下 要 证 此 五 是 原子 的 ,否则 如 说 五 ;一 五 ., 则 必 存 在 E 的 两 个 不 
相交 子 集 B, BEB, (BPS (BDO, PLZ (G,)0720, 于 是 
PZB BEA BE SE-EF- 0 也 不 能 等 于 1 而 与 假设 矛盾 . [| 
附带 指出 一 个 事实 : 作为 与 零 壹 律 相对 立 的 另 一 极端 , WEE 
= Ejs 此 时 对 任 一 常数 Cy Ole], WE AEN, {E P.A)—c. 
实际 上 , 40M X EMU RS, aH X=, NS PORR 
新， 由 (3, 2) ,于 其 中 令 osa ALACA EX dn AC OG I XHE 
一 y€ E, 有 
X47 limP, (A) (Py); 
8X4 =limP,,, (A) _ 
—-limP,CA[N, LO P,CAIN D =a (P), 
Rp imodti d PQCAA6,10—0]8d ACU. 于 是 证 明了 9E 
如 ESE. 由 [6, 1 817 J)B., XEHfE— c. Oc. 必 存 在 AE 
UW, 使 P. CA =r. 
VE ESCURIFE T RAS Ree I=. Nn POEMA X 的 零 


* 只 是 220 应 换 为 整数 n0. 
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SE. IE OG. DP ti t t oo B CERE. 自然 也 可 以 改 用 更 一 
ARORA DRE XL = Gras Nu. P. ADO, P. RE P E 
Mama. n0) 上 的 限制 GRE E Xp X, ER OP. 的 分 解 式 
(3.8), MEF 3.4 及 上 述 事实 对 此 分 解 式 也 同样 正确 . 
有 时 需要 下 列 的 条 件 零 音律 : HAA, n 
PLAS CR I)=OR8 1 G0). (3. 11) 


实际 上 , AACU-VN, MH BE, fF P AASB) —0. 
由 P.GÉCE)018 
P.CGA|SECED) — P.CAC| E (EDD / POE CE) 
—P.GÉCBÜL EDP MYCE). 
由 E BHEATH, PS OBE) RRS ORM PCE). 
故 (3. 118 uE CBE CA RE 5 2. 2 D. 
作为 应 用 , 设 (x) 为 定义 在 EE 上 的 GS WRCR CISEE. XX 
— Gr, As Ps, 入) 中 的 {x,t 之 0} 是 可 测 的 "1 由 


[o : [ fGou-e] Zr : [fodit es] 
=6,( w i fioar es] 


知 Az [ ws | fedeo) EN. 故 如 定理 3. 3 中 任 一 条 件 满足， 
则 P.(4)=0 或 1, 若 存在 已 (>>0)， 由 条 件 零 壹 律 (3. LDR. 
这 些 结果 不 难 推广 到 一 般 的 可 加 泛 函 . 

利用 本 篇 的 结果 , 可 以 证 明 : 对 任意 生 灭 过 程 ( 定 义 见 [32])， 
两 种 零 查 律 恒 成 立 , 不 论 此 过 程 是 否 常 返 . 详 见 [j2]， 
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第 (s 常 返 马 尔 可 夫 过 程 
的 若干 性 质 


10.1 概述 


采用 [1 中 的 定义 与 记号 , RX = tn E, aA 了,) 为 马尔 可 
夫 ( 简 称 “ 马 氏 ” 过 程 ， 相 空间 为 (五 ，. 获 )， 由 于 本 篇 所 讨论 的 都 
是 马 氏 过 程 ， 故 将 “ 马 氏 ”二 字 赂 去 而 简称 “ 续 氏 过 程 ” 为 过程 ”. 

一 类 重要 的 过 程 是 常 返 过 程 . ESR EAR 
E, iGo RR, 一 般 常 返 过 程 的 研究 基本 上 还 是 近 几 
年 来 的 事 .我 们 的 日 的 是 讨论 一 般 常 返 过 程 的 一 些 性 质 , 以 
下 是 本 篇 的 太 概 内 容 . 

在 常 返 过 程 中 , 首 达 ( 触 》 某 集 的 时 刻 起 着 重要 的 作用 , 在 
[1] 中 , :十 0 后 首 达 时 刻 定义 为 ut 2 后 普 达 时 刻 当 w4s 人 时 的 
极限 . 在 10.2 内 我 们 首先 给 出 s( 或 二 0) 后 首 达 (或 首 触 ) 集 夏 的 
时 刻 的 等 价 定义 ,在 新 定义 中 明确 写 出 了 s 十 0 后 首 达 时 刻 的 表 
达 式 ， 从 而 可 以 看 出 它 与 后 首 达 时 刻 的 明显 差别 . 对 首 触 时 刻 
也 如 此 ,然后 对 基本 可 列 过 程 讨 论 了 这 些 时 刻 间 的 关系 .10.3 讨 
论 常 返 性 的 充 要 条 件 ， 对 过 程 加 一 些 限 制 后 , 可 以 得 到 与 马 氏 链 
情形 类 似 的 结果 ,例如 , 对 典范 扩散 过 程 ， 常 返 性 可 通过 转移 概 
率 来 表达 ，10.4 研究 两 个 问题 : Wik BAM we eH 
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SER. 证 明了 : 右 连 续 常 返 过 程 的 任 一 连续 过 份 函 数 恒 等 于 常 
数 : 对 基本 可 列 过 程 或 一 维 正则 连续 强 马 氏 过 程 , PE AY 
HERE ARNO BRED. ELS] 中 我 们 证 明了 : 对 
不 断 右 连 续 常 返 强 Feller 过 程 , HHRES or. 这 里 对 连续 
标准 过 程 得 到 了 更 完满 的 结果 : MCN UE Vp CR v POTE RIF 
RE ER AR. 在 吾 中 调和 的 函数 为 常数 ， 最 后 , 我们 在 10.5 
中 将 所 得 结果 用 于 多 变量 的 二 级 微分 方程 , 讨论 了 方程 uar 
Du 的 基本 和 解 与 方程 Du = 0 的 外 irichlet 问题 间 的 关系 . 

如 开头 所 述 , 本 篇 中 所 用 省 词 的 定义 均 见 [1], 我 们 将 指明 
所 在 页 数 而 不 重新 叙述 ,除非 实在 必要 , FMA HMMM ET 
长 . 


10.2 首 达 与 首 触 时 刻 


WX = Gn. 0. PO 为 相 空间 (EE, 560 中 的 马 氏 过 程 ,对 
e € (o 0. WE = Pw) 表示 在 时 间 [s, PAR BIE TS 
DIRA. H 
Fite) = (rle); sugi); (2.1) 
HETTER O 2 0. Mew 
[supt : F; N P= Ø) = supt i F; C END), 
O 如 go) Ss, BEERE RORIS 
ls. 如 5iw) >s, ERE RS, 
ls, WE «s. 
(2.2) 
L1] RRR Ce) ASG AGA D 8] 281. 显然 , MMs sl. WM C) 
EL a (eo), BOR TE h P 
RP (a) = Lim,” (a) ' (2.3) 
[1] 中 称 mi GO 为 s 十 0 后 首 达 厂 的 时 刻 . 
ELOD 直观 上 不 便于 掌握 , BBS 
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的 定义 . 


引 理 2.1 $ 
ri? Ce) 
infer! sre € P), fig £(o2 >s, AS Pre PAS, 
~ 如 ay — s. (HER BS; 
Sy AH Ee) x os. 
(2.4) 
TU.) 
infest > sxe) € D). Mow) 2» s, Bi erp r- RNB; 
qe Anio > s. 但 括号 中 上 集 空 ; 
S, An fe» xL os. 
(2.5) 
my * 
rU Ca) = 9 Cw); (2. 6) 
Ty? (ary = 9? Cw). | (2.7) 


XE — (2.60 已 在 L8] 附录 $2.8 中 指出 , 证 明 亦 甚 易 ， 故 从 
略 . 

下 证 52.7)， 

LÀ um DRO 中 的 :后 所 得 的 式 记 为 (2.4)', 它 是 
ri (e) HOE SL 分 别 考虑 (2.5) 中 三 种 情形 . 如 fw) xs a, 
NA fw) <u 而 有 


TD Cw) = s = lime = limríi" (o) 
+ 


ude ahs 


= 1im (w) = 9)? (w), (2.8 


最 后 二 等 式 用 到 (2.6) B23). 如 出 现 (2.5) 中 第 二 情形 ,四 
Eca) 2 s, BR C |) 充分 接近 5, Ww) >a HEB 
Gi tu, mla € PO)OC {ts (09) € D) — gi, 


^ HEX CUIUS SRM REF. RSP Ss RA prs 至 于 
O.D P, Lie dB sup : FIN P= 00 MA sup rz s, FIC = 2D 或 supti: 
tL, FI r= £0. 所 得 结果 都 一样. 对 下 面 的 引 理 2. 2 也 可 作 同 样 的 注 . 
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A E 02. 4) Bcf? Co = EC) = rí? Co), 从 而 


ri? (mw) 一 lime,” Cw) 一 limpe” Co) = BP Cw), (2.9) 
最 后 考虑 第 一 一 情形 . 如 能 证 : 可 找到 一 列 Gn. ta ss E 
lime? (e) = rP (w), (2.10) 
NjBllimct? (ood 存在 而 有 
U t?) = lime? Ca) = limes? Go) 


= limg (e) = 3? te), 
从 而 (2. D 完全 得 证 ,因此 只 要 证 明 (2. 10). 

先 设 cU 一 :由 (2. ET > 0, 存在 ww, 使 ZE rif 
Hou, mr? SA, M n EA XBEU u BTO 的 定义 得 n 
= tee 从 而 

Oct iP — PU L, lime; = = c. 
; lim 


RO —als 于 是 在 区 间 (s, a) 中 没有 点 :能 满足 (2. 5) 
中 插 导 内 的 条 忻 ， BOY Ke, o> s+ 二, 而且 


. Í a—s 
rj? = inf MEE QzrQ € FP) = ri 


取 B 


今 设 相 空间 是 拓扑 可 测 空 间 CE. E, WL, 789A], 以 È 
表示 (2.1) B FL ALG. xà SUB 
supt: F: QT = £g)-suptt; F: C END, 
dniGo > "上 且 括 导 中 上 集 不 空 ; 
Ss AB Co» > s, A bat HS; 
Sy 如 ECw) 扫 os. 


9? (mw) = 


(2.10) 
[1] 中 称 v9 Co) 28 s 后 首 触 卫 的 时 刻 ， 显然 如 5 <u WE Cn) 
xo? (wo)， 故 存在 极限 
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3:9 (9). = limy? w), l (2.12) 
abs 


[1] PRR 9i? (a0 X s +O Je tre D B nd Zt. 
引 理 2.2 $" 
D e) 


inf (z t Ze s.(EXE Sass Ss, te AR Rime, € D. 


Woe) 9 s Hd en co RAS; 
fim), Woe) 7 s. Kit Be; 


5, A Eee xz s. 
(2.13) 


Ti? Cw) 
infir: t > s {EE sss, tt, HA RRlimz, € D», 
Wee) > s, HRS Pe RE: 


t(w), Wn CoD > s. 4H EXB c BS; 
Sy Ti Oe) <s, 


(2. 14) 

则 
T (a) = FY (9), (2.15) 
(wa) = a Cw), (2.16) 


WE (2.15) 的 证 明 从 上 略 ， 为 证 (2. 16)， 逐 名 重复 引 理 2.1 的 

证 明 到 (2.10)， 只 要 在 (2. 14) 中 第 一 情形 下 证 明 : 存在 一 列 
LM un 5: 使 

limrz? (e) = (a), (2.17) 


amca 


EJ u C 5) 462. 13) 中 的 s 后 所 得 式 记 为 (2.13)', EL 02 Coo) 的 
定义 

先 设 ci? =s 由 定义 ,对 每 正 整数 =, 存在 zx > ss 使 0 C n, 
一 rt0 E, WHFP, Es <P tu (noo), 同时 lim cf? 


* (2.132 À C2 140 中 诸 s, o UEF. 
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C P. We. D usvmrU.a rU-—s 由 52.137 中 n 的 定 
X Sn RAR, (2.132! 中 第 一 情形 出 现 . if Bor usus w 


Or SY Sway) — nU uq RO (ro 99). 
dE =a PE FREE [e] Gi. a) 中 没有 满足 (2. 142 括号 
中 二 要求 的 1, MOS n EAR. AOD s+ ——— . 而 且 
i) 一 inf|r; tle: ， 存 在 5, 
s, 5t, 使 limx. € r| 
= rPe; 
取 = s + 5— — BIHE C2 17). | 


今 设 五 一 co. 1.2. 2 X ETE SEXE. ET EU (cc). 称 
X = G,, co, Ne PO 为 基本 可 列 过 程 , Wu X 具 有 下 列 性 质 
1°— 5°; 
1^ ”转移 概率 PG) = PU, x, (y) 满足 
lim Pa) 一 1 (—Hxc E). (2.18) 


22 X CHD: 对 任 一 稠 于 [0， oo) HAAR = Ir.) ATE 
— uc ü, 性 一 + c Lo, oo), FET 56.0 CR, 使 同 
时 有 


lims, — £, limz,, (w) = r,a). 


3 XS PEÉXXSXpE.eCORS:LLOS 


limz,(9) = x,(w). 
YT 


4^ ”过程 区 可 测 [1, 第 143 页 ]. 
5? F, = -ro 一 N eM, 


aot 


在 [6] 中 已 证 明 : 对 任意 满足 (2. 18) RR OP), 


* RBES,P.DO-1.—Hz€E.cm9 
FEE 
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x yE E, 必 存 在 满足 2 -5 的 过 程 X, EX 056 OE GT 
已 给 的 (P,,()). 由 于 可 分 性 , 可 能 x) = oo ,但 对 每 固定 的 
22 0. 

Pix, =o) =1- PP) = 0. (2. 19) 


vik 

以 后 有 时 也 记 cP OE). FH 1, 2.3.4. 如 s = 0, WIA 
Bry, HEM HPD), oP — cKO) PHRMA, Bit 
D ggg Xj. 

引 理 2.3* ”对 基本 可 列 过 程 . un PC E. W 

(1) ci? = ri? = cd? cr, 

(i) Trib EAD OP, Se CP, BOOP ae), 
i= 1,2,3,4. 

Gi} GP m9 0 € LK. GEO, —1.2,3,4. 

证 — (D 先 证 Oe es aw) € D. BRA c0 = 
(a), KREBS Reo) =j/C CHAR. HTICE.Mj- 
co 由 3 及 五 的 离散 性 ,对 任意 > 0, TEE s «tL spe. 使 
xo) = j, Bü re ss boe. dic BUÍEX ERE c (0 — 5 x 
ri! Qv). 

FHE r” >rt, RERE i < oo 的 情形 . dic Bux X. 
€ 2 0. PREE, tH sss be, a o; € DP. dx 
34 n 充分 大 时 , x, 一 j FRY Ss, Stary e 

最 后 注意 ， acl? 的 定义 及 引 理 2.1.2.2 显 见 

TP Zen. xr, 
cn? «n? « nn. 
综合 以 上 请 不 等 式 即 得 证 (0)， 

Gi) Hr) «oo. 由 FDC WE X HER € 0. 存在 t 

€ [ri (D, i) +e) ice) — ; € P. 3$ Pacte Av HE 


+ 一 般 地 , 基本 可 列 过 程 不 是 [13 中 意义 下 的 标准 过 程 , Mrs I3 2. SR ELT 中 定 
理 4.3 的 特殊 情形 ， 不 过 证 明 的 方法 部 分 好 类 似 . 
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a ,小 者 居 前 , 前 ”元 之 集 记 为 Co n HOR € Uk 
DT E; 
BR OUR LEG. 故 得 证 人 ii). «HH TUI — oo, BRYCE) 
= cx». 
(iiiy AFX CLA, ERM, MOE, tk 
(QU i) 一 (存在 有 理 数 r, OS rete wer 
EL {rt 0), 


(iO <2) = limf e? <et] Efa GIO, 
再 由 (i) 即 得 (i). | og 
如 在 五 = (0, l., 2, ser) 中 引进 距离 pir, y) 一 Olr = y), 


Plr, y) = l1Gr Fy, HS AHE PERF RATA RA 6 (RE. 
则 五 成 为 距离 可 测 空间 . 


10.3 常 返 性 的 充 要 条 件 


以 后 永远 假定 六 = Gn. 0. Aa POR 

(A) X 是 取 值 于 拓扑 可 浏 空 间 (E, ©. A) 中 的 石 连续 马 氏 
过 程 或 基本 可 列 过 程 ; 

(B) PG > 0 —1 (~H r€ E). (3.1) 
这 二 条 件 直到 本 篇 结束 不 再 声明 . 

ERZA ry € E, X B xti y SD] y FE—4BIRU E 

P FERREA p, = GOD t EGo, 使 
To € U, n — 1, 2, 72 — l; (3.2) 

inxp E PERC Rs.» X SEE LESE y, 则 称 过 程 久 为 常 返 的 . 

定理 3.1 WX AMAA. 150 H]. X AEREA 


* 故 相 空 间 乒 是 局 部 紧 的 训 司 道 去 空间 . 具有 可 数 基 次 .自然 不必 考虑 王 只 含 一 
点 的 平凡 情 癌 ， 因为 这 时 在 (3.1) FADER. 故 以 后 恒 设 三 至少 洁 二 不 同 的 点 . 
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件 是 , 对 任 一 点 E E RAE AESOHRU 有 | 
Pane <9) = 1; (3. 3) 
这 里 re 是 首 达 at Be. 
证 ”由 (3.2) 立 得 (3.3), 故 只 要 证 充分 性 , 任 取 二 非 空 开 集 
G, F, lC YF = Ø, C Xm G me. 定义 
(e itz 0, r, E G), 
g= 


t, OERE); 
u inf(é; 2 220, x, € F), 
i k MERE); 
gig; 
f= Ir T 8,f, Wb e <<; (3. 4) 
| - 否则 ; 
eo 十 Or gef. 
否则 ; 
f -feti Mme. «— €, 
NT 否则 . 


Ams 为首 达 避 的 时 刻 , 广 是 首 达 局 以 后 首 达 Ff 的 时 刻 等 等 . 试 
证 对 性 意 x € E. GREYS n, € 


Pig. HO =1, PA KO = 1. (3. 52 
实际 上 , BG. 3) 得 ; 对 任意 x € E, 有 

Pég«cb-—1., Pap =l; (3. 6) 
故 

Pig <o S= Pie cE Il, (3. 7) 


Tj EL Hj 38 25 E PE E C3. 60, (3. 7) 得 
Pfi <0) = P CE, <E, Bi + 9, f£ <9) 
= Pig «t, 0, CF 6D 


P. (DP, a). 


Gg mn 
Pilg <f)=1, (3. 8) 
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于 是 当 # 一 1 时 (3.5) 得 证 . dE — m EEG.5) 成 立 , 则 与 (3. 8) 
类 似 地 有 
Pa TE = Py t fe FO pe <O) 
= Pf. ib, 8, G «t£» 
= | Bn «DP de) 
cf yd) 
= Pf, <0) =1; 
同样 有 Pem CO = 1. 03.5) 得 以 证 明 . 
由 过 程 的 右 连 续 性 得 
zm, EG, r; EF. (3. 9) 
SIERA ERA c. y € E, y FHE-—ABIR UU, TRO 
G, F, f£ GCCCU, GAF — Ø. HiG, F, 用 (3.4) 定义 二 
mj. C1. 我 们 证 明 : Bee, = g, 则 3. 2) 成立 . 
Sat, HUTOX ARMAGAN K=O, RP NALA E> 
Ew D Sar 从 而 存在 极限 


g~ = img, f (3. 10) 
X BG. 9), 

x, EGIZU; (3.112 
因此 ,如 能 证 

Pilg, 一 上 一 (3.12) 


Wi gi C3. 100, C3. 112, C3. 120 37148 (3. 2). 为 证 (3. 122 A= Ce... 
SL. DX PLE g, f em. 可 见 三 序列 {8g,}， 
ab (go Jo} 有 公共 的 极限 su. 根据 X 的 标准 性 ， 有 


lima, = d. lim; = X. CA, P,- JLB). 
由 此 及 (3.9)， x, EG, x, EF; 然而 GG 门下 = 2， E] rfi ^ 
3E PCA) = 0, 这 便 证 明了 (3.12). 


注 3.1 对 于 基本 可 列 过 程 广 , 忒 常 返 的 充 要 条 件 是 : 对 任 
二 点 r.y € 五 ,有 
P. < co) = l, 
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这 里 r, 是 首 达 单 点 集 {y} 的 时 刻 . 

实际 上 , 仿照 定理 3.1 的 证 明 家 到 (3.11)( 这 时 可 取 G — U = 
{y}, E= (zx)，z 为 任 一 不 同 于 yy 的 状态 , 并 用 右 下 半 连 续 性 以 代 
蔡 右 连续 性 }， 剩 下 只 要 证 (3.12), 然而 (3.12) 在 [7, 第 205 ET 
上 已 证 明 . | 

定理 3.2 WX WMP REL. 238 页 ]: 

G) WRX Wik, WxPEE— 4c € E. 任 一 非 空 的 具有 紧 团 包 
IER C.N 

ac z, G)dt = oo, (3.18) 


Gi) 反之, 如 关 不 断 [1, 第 117 页 ], 而 且 对 某 一 点 + 及 某 一 具 
A ERE ELE AH C. (3.130 Bo. M X 常 返 . 

WEO G) 不 妨 设 并 是 标准 过 程 L1, 第 534 48]. $ 9 hic 
的 时 刻 ( 即 Pe = cec 为 首 达 ENG 的 时 刻 ). 由 G RyTTER X ie 
续 性 得 


E > 0 (—HgJreccgoc) (3. 14) 
因为 Em 在 如 内 上 调和 [1, 第 544 页 ]， 故 五 .1 在 C 内 下 半 连 续 
[1.58 534 页 ]. 任 取 开 集 V OG, EV C G, V B, WE 

inf E Jc -— qd. (3. 15) 
实际 上 ， 如 说 a —0, 则 必 存 在 v. € V, fi E, 95 — 0(n — o0). 由 
V 的 紧 性 , Ae ym ye V. m Es 的 下 半 连 续 性 得 

Ef S limE, 7c = D, 
Aye VCG, 故 上 式 与 (3. 14) 矛盾 而 得 证 (3. 15). 

有 必要 时 可 缩小 0G( 注 意 (3. 13) 如 对 较 小 的 如 成 立 ,， 则 对 较 
大 的 如 更 成 立 ), DEFRA, EGN F= 2. MGV OF = 
jg. AV, FGO PAG, F, 可 用 (3.4) sg V Fu (v, ÉD. 
uw wf & 

t, — inf; £22 0, Zy € ENG), n= 1.2. c, 
显然 r E GI—Ws € lv. v, +1] MW. 定义 
solo) = (t: 2 € [0, Ele), x, (o € G), 
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HF X ERE, 对 每 个 固定 的 w, so (wo) 是 直线 上 的 Borel 可 测 集 . 
LA u RFR Lebesgue 测度 , 则 


uc 


E Dels] = E.{ Sox) 


= S EZ. = SEE, n. (8.16) 
但 由 (3. 15)， 对 一 切 » € V. A 
En = E, Oe — m) = BA He 
= EE, M zal 0, (3.17) 
既然 x, € V. 故 由 上 式 及 (3, 16) 得 


[ Pa, z, Gdi = E.[pis.)] > Xa = co. 


Gi) EO. 130 Hits REAR ABA MAES ARC nr. M 
必 存 在 紧 集 K, 使 
PFE ¢ > 0, dE x E K)=] (3.18) 
对 一 切 y € E XR. 次 则 由 [3, 引 理 3.1] 有 


[Pe, z, Odi < | Po, z, G)di < co, 
a n 


与 假设 矛盾 . 注意 烘 范 扩散 过 程 是 强 Feller 过 程 而 且 PC. y, U) 
> 0 对 一 切 y € E, £0 $—UJdESGJE SEI OE [1. 232 页 及 799 
页 ],， 于 是 由 (3.18) 及 [3, 198 页 ] 知 (3, 3) 满足 ， 如 上 所 述 , 不 妨 


WX 是 标准 过 程 ， 故 根据 定理 3. 1 即 得 证 X 的 常 返 手 . | 
由 上 定理 第 (i) 部 分 的 证 明 , np ABR RX, 有 
EL PELs) |= co (—Ujr€ E). (3.19) 


注 3.2 如 基本 可 列 过 程 X 的 转移 概率 满足 P(t) > 0( 一 切 
x.y € E,t 2» 0), WX HR BUGESEAREERE PIRES: 


(a) F Pude =o  M—UrecEHx 
Ü 


(hb) [ P. cont = oo XpxE— re ERY. 
n 


HEAR M, (7. E $10]. 
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Bj 3.31. d$ X = Ge. ec 到， P Aen HE Wiener iif2. Mi 
Mo) 2a X ERB. An z8] X AG. 实际 上 , Mn > 2, 
Mlima | = P- JUT -PONR 590 XC]. 显然 这 时 (3.2) 
对 性 一 有 界 开 集 5U 不 成 立 ， Min 2, MEARE SH RMOCR Ez 
€ E, (3.13) 成 立 [1 ,第 585 T], BESR X 是 典型 扩散 的 , 故 由 定 
Bà 3.20 50 X Hk. 


10.4 THARSRESe 


HEX 的 转移 概率 为 PG, r, AD, ct CE, AE X. Hp 
X 的 过 份 函数 (x) € E) 是 指 关 于 PG, r, AD 过 份 [1, 第 493 
页 1. 对 相 空 间 的 假设 如 10. 3. 

定理 4.1 O 右 连 续 常 返 过 程 的 任 一 连续 “过 份 函 数 为 常 
数 . GD) 常 返 基本 可 烈 过 程 的 人 尾 一 过 份 耳 数 为 常数 . 

iE WRX BABRR BGR. JOO E X WE E 
it tt RR. € 


HŽ, = (A+B A € MH, B € UES), 


MZ, Enpo Rg, MAME xE E, PHU), A PO 
是 半 Martingale [1.4 506 — 507 页 ], HFX REH, 了 连续 , 可 
见 fa) 右 连续 . 于 是 由 半 Martingale 收 化 定理 , 存在 全 概率 o 


4&0, WEB PD = 1( 一 切 x EE) 的 集 , 使 当 w € ü, 存 
在 极限 


Ew) = imf Gr, Co). (4. 1) 
ERIA z, y € E, Re > 0.3 X v jani U., 
U. = (a: |F ~ fy) | « 6. (4. 2) 


* BE + AR EA ERE. 
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HX 的 常 返 性 ，(3.2) XE UE xr. y RU =U. nr, BJ 
P| fia, (002 — FQI| «e, n= 1, 2,09) = 1, 
(4. 3) 
Hp te} 与 (3. 2) 中 的 相同 , 但 由 (4.1) A limfe (20) = Elw), 
故 由 (4. 3) 得 
P E — O x) 一 1， 
H e> o 的 任意 性 可 见 
PG) = f(y)) 一 1. (4. 4) 
今 对 任 一 点 z CE, RRA Pte) = fz)) = 1, 由 此 及 (4.4) 
xd f(y) fG 故 f 恒 等 于 一 常数 . 
Gi) 今 设 X 为 常 返 基本 可 列 过 程 ， 为 了 避免 x09) 可 能 等 于 
oo 的 困难 ,我 们 只 在 上: — 0,1, 2，… ESRD, MPRA 
{rw A 二 0,1,2,…}. 由 于 (2.19) 及 参数 集 ( 非 负 整 数 集 ) 的 
可 列 性 , FE- SERED, o € DRE. x Q0 A oC HJ n), 
有 必要 时 缩小 基本 事件 空间 到 D. 便 得 到 不 取 cc WERE X = 
Gr,» Fy P. EB, EE (GC. i <n} BEP IE RS OH (t 
Xx. 根据 [7, 上 810], & X ORE X 的 常 返 性 ; 而 且 易 见 
»tX Bn) ae Soe X 也 是 过 份 的 “. TEAR., 则 对 每 一 
zr € E, CCo) Fn P.) 是 一 半 Martingale, 从 而 存在 极限 
lim f(x, (@)) = Ew) (Po JU) (4. 5) 
dX AIRE: WHR. VEE 
P PETE IEE AI t, = tC) oo, fi x, (w) = y, 
n=1.2, ")=1, 
故 由 (4. 5) 得 PLC Go) = fO» = 1; FRAC. 4) 而 得 证 有 限 
的 了 为 常数 . 今 设 对 某 y € EK fO) — oo. AX BRE TE RS 


*OM 3 SEO S a RE RR Pot Go s fla Hw) EAS 
reg 
Hop D, = Poll). 
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PIG > uH x. C Lr Z0. EN Fd. 有 
fa) PD OEP A OT G € E). 


r£ E 
[| 
338 4.2. RX SEE. 它 的 自然 拓扑 Co[1 88 168 页 ] 
BAF EPA C, RIX REKASA. 则 处 常 返 的 充 要 
条 件 是 任 一 有 限 过 份 函 数 是 常数 . 
证 d ERE O “对 基本 可 列 过 程 已 于 定理 4.1 中 证 明 , WX 
为 标准 过 程 而 且 Cs =C, 则 因 任 一 过 份 苑 数 上 是 C- 连续 的 [1 ,第 
501 A], 故 是 连续 5 即 C- 连续 ) 的 . 由 定理 4.1 可 见 结论 正确 . 
充分 性 。 对 任 一 非 空 开 集 U, 考虑 函数 
alr) = PLP oo, (4. 6) 
其 中 zx 是 0 十 后 首 达 己 的 时 刻 , 如 果 广 是 标准 过 程 ，L1, 第 498 
页 ] 已 证 明 GO 是 过 份 函数 ; 如 果 久 是 基本 可 列 过 程 , 也 可 同样 
WEBB rath. 根据 假定 , r(z) — CORSO. 然而 , 利用 X 的 右 
连续 性 或 右 下 半 连 续 性 , 对 任意 x EU, 有 A(x) = d. CH= 1; 
而 且 POP =r) = 1, Rhy RRAKU 的 时 刻 . 这 样 便 证 明 
T: P.GeD-—1.—Hpr € E. 根据 定理 3.1 RE 3.1 BI UE 
X 的 常 返 性 ， [| 
3X 4.1 WX MRE. 2 pR die) BX AW- ALL. 
585251360]. WX MGE; EKA EA AR. 则 它 恒 等 于 常数 (对 基 
本 可 列 过 程 不 必 假 定 有 限 性 ). 
实际 上 , 易 见 f(r) = Eg. BX Bst ir s 
$4.2 设 卫 是 一 维 区 间 ( 开 或 阅 ) 中 的 正则 连续 强 马 氏 过 程 
[1, 第 657 页 ], 则 关 常 返 的 充 要 条 忻 是 任 一 有 限 过 份 溯 数 是 常 
数 . 
ERE. 对 这 类 X,C,—C[1.88 673 页 ]. 
现在 来 研究 零 坦 律 . BX = (n.o. f P,) 为 取 值 于 一 般 
ASAE, S8) 中 的 马 氏 过 程 , IT — (eus o ER B Gs v 


Zu) 所 产生 的 0。 代数 . 令 
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A-—(A. ACH. IB GAS A, —BHtzeo. 
BAAR OH TF oR. WHEE A E A, A PA= 
RPD = 1(— Ya € E), AAA RA SS EC PS 
FPEO 成 立 . 

关于 零 查 律 的 醋 究 详 见 [5j], 这 里 对 连续 标准 过 程 给 出 一 完 
满 的 结果 . 以 下 调和 育 数 是 指 对 XX 在 全 二 中 调和 函数 [1，524 页 ] 
mm zd. 

定理 4.3 为 使 强 零 意 律 对 不 断 “" 连 续 标 准 过 程式 成 立 ， 充 
要 条 忻 是 X 的 任 一 非 负 有 界 的 调和 函数 是 常数 . 

证 ”充分 性 . 设 AE A. 则 PCa4) 作 为 zx 的 函数 非 仙 有 界 28 
可 测 ， 而 且 对 任 一 马 氏 时 刻 c. Hp T 0A — A, 有 

PCA) = PA) = EE, Xa = EP, (A), 

其 中 Xx 表示 4 的 特征 函数 , 于 是 PMA dg E PIN. 根据 假定 
P(A) =C ( C— 常数 ). XIH A € A, H 
PAA|z) = POA z) = PLCA). CPL- JU) 
X, = limP, (A) — C — (P, JU) 
从 而 C= 0 8% 1. 

AEE 设 区 是 连续 标准 过 程 , TE X OAR AR A 
PS £x) 必 为 过 份 一 数 甚至 是 天 函数 [1, 第 507 页 ], 实际 上 , 由 
L1* 定 理 12.4] 知 了 是 过 份 函 数 , RRR I- BRM 
即 知 也 是 了 函数. 故 由 [1, 定 理 12. 7 ] 得 


JG) = E.G lim Gr) (cH rE E), (4. 7) 
其 中 他 = 门 UG € EC). AosdEfUE BRR, E 中 
n r£ A 


fE—' RR", DLE. iy — Xa lim Gr) , pul 
an = d Xo lim Gr. 一 Xo lim f(a) = 7g. 
6.9 La) = (A3 Ca) e Qua) Go» 0), 


* 上 其 实在 强 堆 专 律 的 定义 中 己 假定 站 不断 . 
ae 与 如 此 的 {Tl 的 选择 无 关 , AE = (o. BUM eC? 外 出 任 一 紧 集 ). 
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ax xa)cAmm2X An. ARR FSER ARS DP 
测度 为 0 或 1 的 集 . 于 是 

Bw) 2 C CP 几乎 ); 
EARCH RERET EC. AML tE rA, S 
则 如 说 Ci 过 4 LC, W 

PMA)=1, Pwd)=0, 
这 与 忆 -07 委 2) 关于 < 恒 等 于 0 或 恒 等 于 1 的 假定 矛盾 , 这 样 便 证 
明了 

yan =C CP, ILE, —U] x € E». 
最 后 再 用 (4.7)， 立 得 

fad = Eg -—EJXC-C -Hre E. ü 

注 4.3 — 83 4.2 及 定理 4.3 可 见 ; 对 一 维 区 间 中 的 正则 连 
续 标 准 过 程 , 常 返 的 充 要 条 件 是 任 一 有 限 过 份 函数 是 常数 ; 强 零 
坦 律 成 立 的 充 要 条 性 是 任 一 有 界 非 负 调和 和 函数 县 常数 . 

例 4.1 作为 非常 运 但 强 零 坦 律 成 立 的 例 可 举 nC 3) 维 
Wiener 过 程 . 实际 上 , EA 3.1 中 已 证 其 此 过 程 非常 返 ; 其 次 ， 
E [1.58 581 页 ] 知 此 过 程 的 任 一 非 负 调和 函数 是 常数 , 既然 不 芒 
设 此 过 程 标准 , 故 由 定理 4. 3 SR AN 


10.5 和 在 徽 分 方程 中 的 应 用 


HEX = Gn. G Aa PO 的 相 空间 为 (E, A) NEG 
B, WR PCGP >O — 0, WIAT A GHRAS. 这 里 UD 是 
9 十 EESC. 

引 理 5.1 设 世 是 标准 过 程 或 基本 可 列 过 程 , WriÉc 
达 点 的 充 要 条 件 是 

limPz-(zs € G, 一 切 # € (0, t) = 0; (5.1) 
一 个 充分 条 件 是 
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证 Egeu, ar, 0) 一 了 (zx, EG, 一切 x E€ (0, ED. 对 于 引 
理 中 的 两 上 类 过 程 ， qi, EX G) ABM: BRE BB: BS AR HS EXE. ax 
存在 极限 limgtt、 x.6G) =o. 

次 令 A, 一 (x, EG, 一 切 H € CO. tl), bu) lim.A, = UA, ax 

med td 
limg(t, x, G) = P| LJ A) 
eT az | 
fit ro) € G, 一切 # € (0, tD 
一 Pac! > 0). 
此 得 证 第 一 结论 . 今 设 (5.2) mor. DE ~ 3) £240. 使 
limPG,, 2,6) =a>0. &C-[] Uc, € 6. al 
PAC) = limP,{ |] c, € 65] 
= MP s, x, Gy — a 70. 


Bm e € C. We c? —0, RPP > O0) x1-—a1. 对 于 引 
PATH. GP > OE Vuo Moro = ha, BB 
SBI 18. P CP > 0) = 0. 

称 点 为 忆 的 规则 界 点 , Me eG -G CEG), ihre 
ENG 的 瞬 达 点 ,这 定义 与 [1, 536 页 ] 上 的 一 致 .如 果 G' 中 的 点 都 
UM), Bik GC MM IAA. 

WE EÀCHEE ESI, 在 五 中 给 定 二 级 微分 算 子 D. 


Df(z)— Deve Me + ie ) Ka, (5. 3) 


w= (ty, a) < E, 以 下 便 假 定 
(A) Be"). FG, jmd. S ORRMARE PRE 
具 同 一 指数 4 省 0 fj Holder 条 件 ; 
(CD TER RY > 0, 使 对 任意 zE E, EHAR AL. A, 
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Sala yaa, Y». 
根据 f1 ,定理 5. 11], 存在 扩散 C- 过 程 X。, 它 的 转移 概率 密 


度 p(t， 2.9) BABS 一 Du 的 基本 解 , 导 出 算 子 是 DD， 此 种 过 
程 唯 一 (唯一 性 见 [1, 第 799 页 ]) 而 且 不 断 *， 下 定理 中 , 所谓"G 
有 规则 边界 ”是 对 Xo MN. 

定理 5.1 ” 设 微分 算 子 了 满足 条 件 (A》，(B) 及 

(C) a" (xb x. j= lee, DEKT, 
则 下 二 条 件 等 价 : 

a 方程 


E AN 
y = Du (65.42 


A EAE pO. r, DUM EO RE X € ERRARG, GRAM 
4£— x € E, 任 一 非 空 开 集 G, ECR. 有 


F [pe x y)dydt = co, (5.5) 


Gi) 对 任意 具有 规则 边界 的 区 域 G, GCE, RG 上 任意 
连续 函数 f(x), 外 Dirichlet 问题 
Du = 0, x € EMG, 
u= f, rcc 
有 唯一 有 界 解 . 
证 WERI RPO) GD 都 等 价 于 过 程 Xo HBB. M 
定理 得 证 . 
注意 b. x. WAX, 的 转移 概率 密度 ,已 (ft，z，C) = 


[ pe. 2, yd 故 由 定理 3.2 知 (i) 等 价 于 过 程 Xo EMG UE. 
对 于 Xb, 利用 [1, 第 537 页 ] 上 的 证 法 , 不 难看 到 ; MEE 


(5. 6) 


* Xp PWM wee EE E H- 
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G 的 规则 界 点 , 那么 x 也 是 在 [3, 第 205 页 ] 的 定义 下 规则 的 ， 根 
据 [3, 引 理 5. 2], 条 件 (i) 等 价 于 条 件 : 

GD 存在 紧 集 天, 使 对 每 x CER 

PFE: > 0., r, E K)=1. 

因此 ， 只 要 证 明 5iii) 等 价 于 和 的 常 返 性 , IRR Xo tr. MX, 
常 返 ， 则 对 任意 非 空 开 集 U, WU g, 由 定理 3.1， Pe < 所 多 一 
1, —Jjz € E. aq) € U, MEK — U, Mi). 反之 , 如 
Git) 成 立 ， 由 Xo 的 强 Feller 性 , FUE RRM Xo PG, r, O > 
oH £270, x € E, G- FESR). 采用 [3, 85 198 页] 的 证 法 ， 
即 知 X» 常 返 . | 

定理 5.2 RDB A. 8 而 且 对 应 的 Xo 不 断 , 则 下 二 条 件 
Ax (fr. 

G) 方程 Du = 0(x € E) 的 任 一 非 负 有 界 二 次 连续 可 导 解 为 
常数 . 

Cit) 对 Xp RAE EI. 

证 Rii Xp tE. Du = O(a € E) 的 全 体 非 负 有 界 二 次 
连续 可 导 解 重合 于 X894 dE SU RR OR), ER 
定理 4.3 即 得 证 ， | 
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£115 暂 留 马尔 可 夫 过 程 
向 无 穷 远 的 徘徊 


我 们 研究 暂 留 的 齐 次 , 右 连 续 强 马尔 可 夫 过 程 趋 于 无 穷 远 的 
方式 , 得到: 在 一 定 条 件 下 , 过 程 必 须 遂 这 一 切 方 向 绕 无 穷 证 点 
TE 2683 KIMSA 38 T 2523 a. 

WX = lza Pl. tO} died sun. 
FAM C8, > t. 取 值 于 a 维 欧 氏 空 间 (R", 5675, BY ad 
fi Borel a- 代数 ,x € R^. £k X XE BM Ctransient}, ea Y c € 
R*, 有 

Pllimlz,| 一 00) — 1. (1) 
我 们 的 目的 是 斌 究 |x, | fpes T co. 和 警 如 说 ， 当 :充分 大 时 , d 
得 永远 只 停留 在 RAO rp dB OS S m5dmiig oo? 以 
下 会 看 到 , 在 一 定 条 件 下 , SEEREN AMEH., X 必须 通 
id— 917: 3] 862623 i SEAS UC ESL BT oo. HAA HE 
HE AK. WE x, hidA x). 

ELT. REGS) 分别 表 示 半 的 转移 半 群 及 推 萝 算 子 , 对 BE 

SM. DE hs 表示 B 的 首 中 时 , BD 
infa > 0, x, € B), WAS e EES, 
eo, Baw. 
称 非 负 584 Mme f(z》, xr € RAX HHH BR. 如 
Y0, z € R', TAO x f(x); (2) 
V r € R, 4—0 if, TAG) om f(r). 
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如 (22 中 到 等 式 ， 则 称 此 过 份 函数 为 多 的 调和 范 数 ， 

如 果 六 的 任 一 过 份 函 数 是 一 常数 , XC EZ MERI TEL] 中 证 
HY: 如 X 是 标准 过 程 ( 定 义 见 [3] 第 3 章 $3), 其 自然 拓扑 ( 见 
[3] 第 4 章 $ 2) 重合 于 相 空 间 中 的 拓扑 ; RX HOR. 其 转移 
概率 满足 PC) > 16G— 0, —91 0. DX KR recurrent) 过 程 
的 充 要 条 件 是 半 的 任 一 有 限 过 份 函 数 是 常数 . 其 后 在 [2]$ 3.7 中 
又 证 明了 : WX A Hott, 而 且 相 空间 至 少 合 二 点 , WX BS ff 
一 过 份 函 数 为 常数 的 充 要 条 件 是 每 一 几乎 Borel 集 或 为 常 返 , 或 
为 极 集 (polar). 

BT MRK. 类 似 的 结果 较 少 . 在 [1] PERT: 车 六 为 
不 断 、 连 续 的 标准 过 程 ， 则 XX 的 任 一 非 负 有 界 证 和 函数 为 常数 的 
充 要 条 件 是 对 X MRSS. Bü. XE A C ww, 有 

P,CA) 三 0 对 一 切 z; 或 P(A) 三 1 对 一 切 x; 
这 里 .wv —(A.A€[ st. u rt), RiBAA--A. 2:20), BU 


全 体 不 变 尾 事件 所 成 的 so- 代数 . 
今 给 出 别 一 结果 , 可 与 上 述 关 于 常 返 性 的 结果 比较 . 
引 理 1 RX HA ESRB ALB. MERA): XA 
尾 一 有 界 调 和 函数 为 常数 . 则 对 任意 B € Z, 内 有 两 种 可 能 ; 
C) EE V TE RY, Vio, BPA (hg < oo) EPI 
b, x, € B= 1; 
Gi) MA V x € R’, € POL, < 00)) + 0, +o), 
证 $ 
gir) = Phy < o0) zz POL, < oo0)) 
—TaG)ktfG)zO0.- o». (3) 
在 了 er) = TT gla Pp, Ss co, 得 f(r) = Tif (a>. dk 
F(x) 调和 . HABE CAD, f(x) 三 cc 为 非 负 常 数 ， 
如 c= 0, 由 (3) 得 (Gi). 
如 c> 0, QG, x, A) = P, h >t, x, € A), 在 


P.G < ha <00) = lave, x, dygly) 2e eP Ga >) 
a 
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th, Stoo, POS cP hy = o0). 从 而 P,(hs co) 1; F 
Vino, 
PO Ch, <2) = BP yy (Gy < 09) = 1. a 
周知 R'(d Ze 1) 中 布朗 运动 及 对 称 稳定 过 程 满足 条 件 (A}. 
今 引 用 Kelvin 变换 . 
设 已 给 R 中 单位 向 量 w 及 常数 5 — 0. KK 
Cie {yy E R',|y*u|z bl yt} (4) 
鸭 锥 ,其 顶点 为 口 , HAA u, 6 MEREKARA D, y * RR RU 
PHAR, lly lE 一 y*，3， 对 任意 常数 a > 0, 分 别称 
B= CG: yl zo. 


Vis SCG N Gy: lyf <a (5) 
2 ECRIRE TRU 
考虑 K 中 点 x W Kelvin BRK, CH rrt. 
z =Kr= ux, (6) 
lz || 


其 中 7 省 0 为 常数 . 此 变换 是 关于 以 原点 为 心 , 以 7 为 半径 的 圆周 
的 反 演 . 显然 


Ix d nal. 
容易 看 出 ，K 把 锥 底 Bs, EIET Veus 实际 上 
KB, = or HEE ely eul Sola tl, 


2 
T Ra) 
lly fH 


sy ly tel >l > Iy i <Š 
= Va 
4 rf = Ka Tir) oO MERIA, MRA i 在 原 
RO MIATA. 
我 们 还 需要 条 件 (B): AEK, 有 limPotx, € K) > 0. 
下 面 定理 表明 ; HIREA Hike 表示 何方 向 , 不 论 锥 
项 的 高 e 如 何 小 , 也 不 论 锥 的 张 角 如 何 小 , Be ce 时 ， 以 概率 1， 
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X* = dz. ¢ OB VS, PEA BK, REX €] Bm PERS 
UK. 以 下 A das A 的 闭 包 . 
定理 1 设立 为 暂 留 , 右 连续 、 强 马尔 可 去 过 程 , 满足 条 件 
(A) B). WER E fr f] EE u, (E3670 60 0, (EE c € 
RY, 存在 一 列 =H tw) foo, 使 
Pr (EY) € Vr, m—1,2, 2-1. (7) 
WE (REK, OB) 有 
limPo (6, (hy xL oo)) zm limP, Gr, € K) > 0. 
由 引 理 i. PO oo) = 1. 今 任 取 二 HC" RC, 使 二 者 无 公共 
si. 由 刚才 所 证 ,二 者 缘 为 常 返 集 . 设 AC 的 首 中 时 ,5 为 
(Wa C 的 首 中 时 ; 一 般 地 , tari As. Wa CNA PAY, Smi 
Hee ti We C 的 首 中 时 , 于 是 
Pir, € C) — 1, PW, 79 0) = 1, 
HEFE N = Niw) > 0, 使 
PG 0,9) € Vy ,, Ulm N) — 1. 
Bt t, = t wim 即 得 证 (7?). [| 
美 于 条 件 {B? 的 讨论 : 许多 自 相 他 过程， 如 布朗 运动 及 对 称 
BEE. FEB). 称 文 为 自 相 似 过 程 . 如 存在 常数 w > 0, 
8220.40 £3 d > 0. “HBX Sid ‘x(a, rz 0) 同 分 布 . 
对 自 相 似 过 程式 , 由 于 < 天 一 天 , 故 
Px) € K) = P,(d-‘*x(d*t) € K) 
一 Py(x(d*t) € K). 
BLK d > 0 和 任意, KPa) € KO 关于 上 为 常数 ， 如 对 某 tz > 0， 
XS SERERE RE CFTR BBO, 2. 30 270, a s. y), W 
(B) 显然 满足 . 
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gles 扩散 过 程 在 随机 时 间 
PRIEST 


12.1 扩散 过 程 的 随机 时 间 替 换 


RADI 中 的 定义 与 记号 . 我 们 的 目的 是 研究 在 随机 时 间 蔡 
换 下 ,扩散 过 程 仍 然 变 为 扩散 过 程 的 充 要 条 件 , 并 讨论 连 系 于 上 典 
范 扩 散 过 程 的 微分 方程 及 特征 算 子 方程 的 一 些 性 质 . 扩散 过 程 的 
"sg X. ELT, 217 9i]. 

PECE, FO 为 光滑 流 形 , 维 数 为 1, 214 WH". X — Gn E, 
Aa PACE, F) 中 的 扩散 过 程 t 因 而 自然 是 马 氏 过 程 ), AR 
一 般 性 , 可 以 假定 久 是 完全 的 [1, 123 A]. X 的 特征 算 子 记 为 以 
[1, 203 页 ]， 导出 微分 算 子 记 为 DL[1i, 221 XE]. ££ x € 五 ,以 
Dic) 表示 一 切 在 点 cs MORAAE 3C HZ KES RH SR AC 
8588. UF, Em MERGA es ¢E FMR, Nx ff 
EED), ERs = e, x) € FL, @[1, 215] 


Dfa) = ih. air NT 


* GI AE IL. 214 8E]. 
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g 
十 Dbz) Sen — elr) f), (1.1) 
ir] 


其 中 对 任意 rz, 矩阵 (az(z)) dE fiGE c6) > 0; 换 句 话说 , DB 
非 负 定 的 二 级 微分 算 子 . 
Xt D, 引进 条 件 : 对 任意 x € E, 


H H 
之 la?GO| + S IE GO + [eG | > 0. (1.2) 
fa j=] fol 


现在 考虑 FEU ESE OT INE iw). (OSs tQ. 

Ll. 第 6 章 ], Re 
pitw) = 0, OKs < Elu); (1.3) 
Gite) > 0. OS s<or<t Elw), (1.43 


4 (w) = py ow), tw) = suplu: pw) sc D, lO scr c 


č (w). 已 经 知道 [1, 定理 10. 10], X= Gn, E, A, PBEM 
的 齐 次 马 氏 过 程 , RX WAX Bo) 变换 得 来 , 以 下 简 记 gp? 为 
g(t). 

试 研 究 何 时 X 也 是 扩散 过 程 

定理 1 设 忒 为 完全 的 扩散 过 程 , MEO. D; emo 
s SEGA) E X BEES REIR BR. 满足 (1. 3)(1.4); Fw 
A Xp 变换 得 来 的 马 氏 过 程 . 则 名 是 扩散 过 程 的 充 要 条 件 是 


C- lim FPF Lal) 0 (H rE E) (1.5) 


Uae n 


U E xd. HHO E. 为 首 出 U 的 时 间 [1, 152 
页 ])* .此 时 永 的 特征 算 子 训 在 点 z 的 定义 域 Ba (zx) 包含 在 点 
T A) se P u (z). mAH T c zz. GrH 

os f(r) = ot fizYMa(z). (1. 6) 
如 补 设 (1.5) 中 的 极限 az) «oo, My 


* AXES. 重合 于 十 SEU isi Ss (1- 5) 中 极限 的 详细 意义 见 [1, 第 
201 Æ], 1-5) $C E pays b. 
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证 


Pz) = a (2). en 
由 其 的 连续 性 ,Et > 0. Gc € UD. 任 取 座 标 系 节 一 


Gr, ttt a € F.. 4 


则 有 


A (xr) = Qr — wide’ — xi). Ax) = x! OO, 


al(x,) = ob Ax) 


AU Cx) Gre 4 dx) 


= C- lim 一 < . (1.8) 
C Ube Ez fe 


bx) = th A Cr? 


| A xn, da 
p 


= Ç- lm E. 3 (i. 9) 
Cx) =- iera? 
2 l 
= C- lim Low D (1.10) 
Uic, az, TU 


其 中 =U CENUD 是 U 的 边界 , 而 


Kel Xos D) = P. € D, (CUP), 


FA C1. 22, CL. 89, C1. 90, C1. 100 0 Bt n FED AD SBR V OR RUE, 
AGES xo MARU, O'R, 使 对 一 切 开 集 ,xz CVCU,Y 


紧 )， 有 


E i «Loo (ro € E). 


以 下 对 广 的 量 都 于 其 上 标 以 “一 ”号 ,对 每 男 定 的 w， c Ga) 把 


[0, £o») 连续 地 变 到 [0, £00] E, B X oe a X ine 
Tk, MECL, 447 页 了 


T(t, A) = Mylar, A). 


因此 , Mee Date), Bi 


~ | Lats dy) — f(x) 
Oo f Gr) = C- lim 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ，4.11) 
Uir Efo 
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Rh X ESE Eo > 0. (2 € UD. 回忆 


l [ Aasta, dy) — f(x) 
0G = C lim E. 
SOS EX BIEB) € E. a X RI 


(1.12) 


i 
Deul — xi) Ge — xi. 


i. j=l 


i 
i» la Cr,3 | > 04 


i, j=} 


i i 
gx) =< > e; Cri 一 X5). aq > ， la? Gr] =, 
i=) 1 


Bj 


H 
B 26 GOL 05 
f=] 


i i 
— 1, d 55 lael + Dla Go] = 0, 


re J—] r=] 


(此 时 由 (1. 22 eCx,2 > 0). 
(1.13) 


其 中 eR eo 为 任意 常数 ,满足 Shea?) A 0. ey = ey 


is jal 


(BR Pel Gj S0). 


由 于 天 是 扩散 而 且 g(x) E Dx), BR 
g(t) € €. Gu, glr) 7 0. (1.14) 
(后 一 式 由 e GO) 的 定义 直接 算出 》. 由 此 及 (1.12) TR: 对 一 切 
A r 的 充分 小 的 领域 过， 有 
[note dy)gCy) — gir.) = 0. 


48 X DM. 由 扩散 过 程 的 定义 ， 函 数 ]， AGO, A GO 都 
属于 Palt), HU g(x) € Data). WA 
=" 2204 


[netos dy deta) — gay) |/E ie 
= C- lim ££ - 
os [[ necne dyJgCy) 一 gx) VE Je 
«co, (1.15) 
(1.150. Pa EROR FE ABE 0, SRE. 1.14) 中 己 证 og Cn X 
ob gn) 


0; BF g € Pale), Me gu AF. 从 而 (1.15) 中 二 
H gir) 


AF 0. 其 次 , (1.15) PAD GS Z 0， 故 得 证 


E, Nu 
Ox alr) = C- lim ak soo 《一 切 € E). 
Udo, Bahu 


(1.16) 
注意 ,由 于 站 ,FP Ah. MAW. 4), i 
E, Mu = En pn) (ro € U). (1.17) 
由 此 及 (1.17) 即 得 证 第 一 结论 的 必要 性 部 分 . 

邻 设 对 一 切 x, 存在 极限 (1. 5), Rl X BPR, HH, ABE 
la, au! € CC) 对 某 一 座 标 系 成 立 , PRE XR. 故 对 
任 一 座 标 系 [H1，218 页 ], 1. m, ir € ZG), 因而 只 要 证 
Fx) C Zur). 任 取 fc er 有 


[ zoe, dof on — F) 


C- lim ~ 
psx Ey 
. NT dy f Cy) 一 fix) E Me 
= C- lim Eio EJ (1.183 
a fix) 
注意 (4.17) ROS, Bf Ex bibi Ros ALO p pe 
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Dita) 而 且 (1.6) 式 成 立 , 从 而 第 一 第 二 结论 都 完全 证 明了 . 
BBB ala 过 OECD 00. 只 要 证 Se) CM, Cr). 
{Re € Ou). 以 此 gg 代 人 (0.18) 中 的 六 并 在 (1.18) 中 将 


Joe dA, BNE 


on glx) = a gir) alc), 
故 g EE 如。 (zr), 并 且 附 带 证 明了 ; X TSHR TH RR 
比例 . 
注 1.1 由 1.5) 及 定理 1.1 第 三 结论 可 见 , 如 二 可 加 泛 函 都 
对 同一 akz) 满足 (1.5),0< azl «o6. 一切 x, 那么 它们 产生 


的 二 和 具有 相同 的 mw， 因此 如 固定 一 个 az), DI wo IE 
有 很 大 的 自由 性 ， 特别 , 如 etkz) 连续 , MRE PHAM A 


p= [ ateddu 


实际 上 , 由 
. "p 
E,[atx) 一 £ ]tu < .| er, Sdz 
Esty n E ty 
E,[aQxr) + ejr 
Ev 
Egr FII 


jiE1.2 HAHA Wiener HH, eX ox ECT EE B8 S TEIL. 
374 页 ]， 这 时 五 为 上 维 欧 氏 空间 ， 


， Ltr) 
C- lim Etu 


fee uda) 
= C- lim — 


Ube ee y)dy l 
gi. y) 为 过 程式 在 有 界 开 集 世上 的 档 林 函数 [1， 第 566 91). 
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12.2 Dirichlet 问题 与 特征 算 子 方程 


FEE DERRER, Tk E "25 JÉVAATRETE 


D= Èe H ges + Dr 2. (2.19 
BRE D i RR ARTE 
CA) a" (x), PGr)G. j=l, | DOR Rm Hx E riis m B In] 
一 指数 140 的 Halder 条 件 ; 
(B) EYE EP > 0, WHE — x € E. ERRA, A 


有 


Droa > "a 
mue 的 不 断 的 ” 扩 艇 过 程 Xp， 转移 密度 PG, z, y 是 
EM —Du 的 基本 解 , 而 且 导 出 微分 算 子 是 DD, 称 此 Xb 为 典范 扩散 


过 程 [1，238 H], 它 的 特征 算 子 记 为 ,样本 函数 记 为 xe), 
> 0. DF REC ARNAR” EH Xo MALL 第 537 X). 

定理 2.1 iE D EE CAD (OD, 对 任意 具有 规则 边界 的 区 域 
GI GC E) & G'- Gf) CENG)] 上 的 任意 连续 函数 了 Cr), 外 
Dirichlet 问题 


Du = 65, xe EXG; 

u= f, rE G. (2.2) 
dnE—E JHREIS TEE RE 

lim |z,| = 0 (Pi 几乎 , —W x € E). (2. 3) 


证 EU AdE—AEZUB RIT ME CRAB IBU 的 时 刻 , 由 于 
X[ Xn ptt, Xe. 32220X[— HI: 2-0 n, y€Ex, E P.r = 


* 唯一 性 见 [1，799 A], Aii tE h E m BE ER. 
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co) < 1C— Ul x € EO. BEER Xp 还 是 连 综 的 强 Feller TH. Hay 
用 [1, 定理 13.7] WM Er 有 界 , 于 是 更 有 
Parc o0) = 1 (Hr € E». (2.4) 
SRU, = [zi |r| « n), 2 为 正 整 数 , VL c, 表 首 出 Rp HI, 由 
(2.4), Pa, « o0) = 1. AREE X o AAEE, 由 标准 性 知 [1， 
第 161 页 ] P.C, — 60) = 1. BER |n. | = n. 得 
lim|z| = ee (Po 几乎 ,一切 x € E). 
Hits Me 与 Xb 的 常 返 性 等 价 [2], 因而 也 与 外 
Dirichlet 河 题 有 唯一 有 界 解 等 价 . | 
注 2.1 由 于 革 面 所 证 的 Pr 一 co) 一 1 及 [3,. 8| B8 4.1]. 
知 方程 
OQ u-—u-0 
有 上 E 中 无 正 有 界 解 . 
定理 2.2 设 开 集 GG 有 紧 闭 包 而 且 有 规则 边界 , V(x) (x € 
C) 是 有 界 非 负 连 续 函 数 , MUTE HE > 0, 使 邓 一 切 正 数 4< 8. H 
m 
ou + AaVu = 0 Cr € G}; 


ucl (x € G'). (2-5) 
EG nU IER. 
证 ”由 (2.4) 及 [1, 544 页 ], FHt > 0 Ra>O, 使 
supP. Cr > t) — ox]. (2. 6) 


TARHKCHHACAMERAF0+ SR RMHOCHAD, Rx f= 
[vos 试 证 


Falar) = E,e¥ «o5, 0 A « B, (2. 7) 
其 中 8 是 某 正 常数 . 实际 上 , VI = supi Vi —0, 结论 显 
然 正确 .否则 令 一 | Vile, 有 


五 ,ex < Serr, (£r 2 ns) 
n=O t 
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« Set P, f V I TO as) 
as 


< Sep (e > nt) 


2-0 


x SMS. 
a=ù 
— e1l lesa 一 el: ay = Aas 


ati ele gc ] 即 A<— Se = pat, 


E,e* s A, « oo (cH x). 
既然 Xp 是 强 Feller 过 程 , d8im[4. 定理 0]. Ang (2.70 定义 的 
Fix) 是 (2.5) 的 正解 . || 
最 后 ,附带 指出 典范 扩散 过 程 XX 的 一 个 性 质 . 设 f(x)(x € 
E) 是 有 界 Borel np gU. + 


Rf Cr) = [eT dt (A> 0). (2. 8) 
T, 为 过 程 的 半 群 , WRI) 是 xz HAREA: Xn P € C. 
WW Ruf ecc. 


Se Br b. BS X 是 强 Feller B. he 了 Fr 对 并 连续 ,由 于 
je "T. f| s |f l| eo". 而 后 者 对 上 可 积 , 故 可 在 (2.8) 中 的 积分 
号 下 取 极 限 而 知 RS) 对 x 连续, CRRBAR. 上 RF S 
1 Aa. 其 次 , B X uw Cum. 放 如 了 EC MTLEC, 于 
(2.8) 中 令 工 一 co B78 RJ) > 0. BREE RS AREER, i 
Rf € €. 

MAS, X He Hunt (C5). 
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第 ]2 篇 Martin 边界 和 过 份 函 数 
的 极限 定理 


13.1 Martin 边界 


1. 概论 
设 了 是 一 可 数 集 , P= (POL DO BET LAR BH. R 
足下 述 条 件 的 矩阵 ， 
PG, D ZO, 2,6. Dx. 


BROGET) 是 非 负 函 数 ， 如 果 
(Ph)G): = 2,6. DAD SAO GED. 


Fs Aii m. 如 果 用 等 导 代 替 不 等 号 ， HO<A< oo, HAW 
调和 的 . Re I EAR. dn 
GIP)(): = PDP D x aG) GEN. 
ur 


Pk & 为 过 份 测度 . 
UARE—TIi BM. MEM: — G; OAE < o ER, 
定义 
PG, D. — PG, DACDO/hRG) G, j € Pi (1.1) 
UP = PG, 门 ) 是 关上 的 转移 矩阵 . 类 似 地 , 我 们 可 定义 A- 
过 份 函数 (即刻 上 的 对 于 P^ 的 过 份 函 数 ), R- 调和 函数 ,等 等 ， 具 
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TOR sus qn] P F055 ERE EE P^ iu REI RB (a, Cw), BOW) HAH ^- 
链 ， 其 中 Slo) 是 终止 时 刻 , BR EOS x Fw) 如 果 BC) 
« oo MRA OSn<oo, 如 果 有 Ba — oo. e € £1. WR Ao) — eo, 
IC BT Cr. CoD . BCoDO EE (xu Coo) zX nus. 注意 ,，1- 链 是 具有 转移 
矩阵 P 的 马尔 可 去 链 . 

BPG. D A ol- BP Be HREM PG D 
„(Kronecker 记号 ), 而 


It 


GG, D: = DUP.G, j). (1.2) 
下 面 我 们 将 总 是 假定 1- SESE HOG. BD 


指定 了 上 的 一 个 调度 ”使 得 
YG)20 6G € D; 2,YG) — 1. 
ELER 
(0S, _ Glés D 
KG, Dy: -= eG) 
Kr £O: = 27 OGG, 让 (不 失 一 般 性 , TURETO) > 0). 
IET 
在 了 中 可 以 引信 一 个 距离 d, REAP, 一 个 点 列 {j.} Cl 
是 柯 西 序列 当 且 仅 当 : 或 者 {j,} 只 包含 有 限 多 个 不 同 的 元 素 ,或 
者 对 每 个 固定 的 FE 1, (KG, i0) 是 实数 柯 西 数列 , 1 按 4 的 完备 
化 记 为 1". RE B: = I°\ HH Martin WHR. 它 依赖 于 和 矩阵 卫 利 
WEY RF 是 包含 了 的 所 有 开 集 的 最 小 o AM. 
6€ B. fH 


(i, FET), 


定义 一 个 过 份 函 数 玉 (*， 8D, 

BA AH RR. MRM ASA +h lA he 为 过 份 男 数 ? 必 然 
Bit hy A, 均 是 上 的 常数 倍数 , 称 衣 为 极 小 的 ， 设 边界 点 £c B,tli 
果 处 (，,#) 是 极 小 的 ,调和 的 ,而 且 满 足 

2jOKG.-1. (1. 5) 
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则 称 $ 为 极 小 的 边界 点 .所 有 极 小 的 边界 点 的 集合 记 为 B.. 

我 们 将 利用 [5] 的 下 列 结果 ， 

CA) BEER A dO) BL Y- RTL UR A SE Cn D ,几乎 处 处 有 : 
REH 8 APR zs€7 了 ,或 者 当 8 无 限时 z, E 1" WP SUE 


基点 rE Be 
(对 于 (aa) 中 的 产 , 存 在 了 US. 上 的 唯一 测度 jy, 使 得 
hG) 一 | EEDD; (1.6) 


测度 xz* 有 如 下 的 概率 解释 ; te AeA. OG): = 
YGO)h COO ; 则 终结 状态 xs 有 分 布 BD 
HAC): = Play € CC € FH, a. 

Hinr o^ 集中 在 B LSB h Eg. 

(C) 适当 地 选取 基本 空间 OT FE BL ARTO LEE xs 一 
€ 之 下 研究 (B) 中 的 六 链条 件 链 记 为 {ze} 对 于 A LEH E 
GEN is Gud 天 (。,6)- 链 (因而 是 马尔 可 夫 链 ), 具 有 状态 
空间 Te: KG, 8) > 0} MMA C0. 由 于 天 (. DR 
HI. 24PG DKGAO/KGO 16 € I), 此 链 是 不 中 断 的 , 即 
B Go) zoo, 

24. 一 些 引 理 

引 理 1.1 Wes. irn 是 一 个 站 (，,)- 链 ,具有 任意 的 初 
56438 eiat) - D. 则 PG;—5-1. 

证 概率 PP 依赖 于 初始 分 布 a, 宜 记 P A P. WME e= 


YF P CMC. DA 
1 = Plr = E = OYOKRG EP, ag = E), (1.8) 


其 中 己 是 初始 分 布 集 中 于 状态 i 的 玉 (，,é)- 链 产生 的 概率 测 
E. 由 于 YDKG, 人 >0,. AA. DHA. D Pilg =O —1 G 
€ IO. 从 而 对 任何 初始 分 布 a( 它 必定 集中 在 J: 上), 有 

Pht =O = DaldPlrs —8)— Da =1, HN 


"€i, rely 
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记 
HC)? = PG, € €) (C € FD); 
它 是 初始 分 布 集中 在 i 于 的 卢 链 的 终结 状态 的 分 布 ,从 (1 OF 
(1, 7) 看 出 ,wm' 起 着 很 重要 的 作用 . 但 是 ,如 何 求 POM CO) 
BHO MC 是 单 点 集 EI 的 特殊 情况 时 ,从 E5] 中 (2，21) 得 
pgGo—-GG.D[AG)—PAÀ * GY]/hG).G,j€ P», 1 
HD= SYDGO DD—Phe DTGET).T 
iei 
(1.9) 
至 于 对 边界 集 忆 ,我们 有 
定理 1.1 CZB, CEF; H 
CO = heG)/hG),G E P», 
SC) = DOOD ， 
ic 
Hp ALGO ROSE C. XE i 的 réduite" 
E PRE RRB SC Ig X PGu0—YG),PGs)—0,0€ 
D. WI PG. DBBIEX EI I D'XS UI. BIYGom0. MU KY 
PP 有 一 个 中 心 ”s. 因此 ,我 们 可 以 利用 [6j 中 公式 (4. 200: 


heli) =f KG,8) (ae). (1.10 


由 此 我 们 得 ( 现 LES JA C2. 19) 


E KG €) h 
AO = | FEN db = FOS GED). GAD 


Ma. DAG. 11049 
pg) = 27040 = Dy? he). L| 


我 们 有 下 面 的 简单 结果 ， 为 完备 计算 我 们 也 给 出 它们 的 证 明 . 
引 理 1.2. G) AE (E BER 1 是 极 小 调和 的 ,当月 仅 当 ,存在 不 
{ESF ON BATA PRM AEE A ee A 


* ste 2 M6]. 
** 用 [5] 的 术语 . 
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GD Wl EEB, BABAR KC: 0 BEPRIER EC, DU] A SETH 
个 常数 . 

证 CO 下 面 的 事实 是 有 用 的 后 :对 任何 极 小 调和 郴 数 疡 , 存 
在 唯一 的 点 EB. 使 得 测度 L^ 集中 在 该 点 上 . 因此 ,如 果 1 是 极 
小 调和 的 ,rx 集中 在 某 点 $B 上 ;, 即 ,Pixs 一 人 一 1, 这 里 xy 是 
1- 链 的 终极 状态 ,而 概率 记 基 由 转移 矩阵 了 P 和 初始 分 布 7” 产 生 的 
概率 测度 . AFOSR PIG — 5) —1.G€ D. 但 是 任何 有 界 
调和 函数 yz 可 表示 为 AOSE Ga ,其 中 了 是 定义 在 B. 上 的 边 
界 函 数 ,而 五 是 关于 测度 P, KRS. Mi 

EDS Ef rp =f (8) 

ERRET: 的 常数 . 

反之 , 取 一 个 非 平凡 的 有 界 调和 隔 数 wx， 按 假 设 & 慎 等 于 一 个 
常数 L0. 这 意味 着 < 是 调和 的 ,因而 1 也 是 调和 的 .如果 调和 函 
Ros RH APR We 是 1 的 倍数 . 这 就 得 出 1 是 极 小 调 
和 的 . 

GD 由 于 e Ope Ae L RTE EE. RN 
得 知 任何 有 界 KC: .2)- MRR A BAR. ü 


13.2 过 份 画 数 的 极限 定理 


1. F 极限 的 存在 性 

在 过 份 函数 的 极限 定理 的 研究 中 ,下 收 伍 起 着 重要 的 作用 . 
HFC B.D ET MFR. 按照 Doob5, 如 果 对 韧 始 分 布 为 RO 全 
BKC + E-E {r C0) T CREE EE 3| 3B 1.1, 对 I 的 任意 初始 分 布 )， 
对 几乎 一 切 %, 存 在 正 整数 NSN Co) ,使 对 一 切 n ZEN GOD r 
(MED, RDAEH F BR. 

Fee e GO GC NAA CEB AF RATT WBF. 
FPA F lime @) = 6, WRR ET co oo | FBS b BS BRC, FF 
EER F Sik D, {E oGdCG H-H rep. 
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下 面 的 引 理 2.1 在 [3j 已 指出 ,但 没有 证 明 . 

引 理 2.1 下 极限 玉 limo (i) =% 存在 , 当 且 仅 当 对 初始 分 布 
为 YEO (AmA 7. 上 的 任意 初始 分 布 ) 的 KK(，,E)- 链 {zx,1, 有 
limvtz,) —6. (a. e. 9». 

证 iF limvGD =b; XT 6 BS EXC ABA C fede 0 Bg FE ABE 
忆 ; 使 wti) EG 对 一 切 i€ DP. 固定 了 D, 依 定义 ,对 初始 分 布 为 
YRC DB KC» ,£)- SEU d C] RT DL dS] N=N Ca0770 HF x, € D 
Xf rN; AM vir, EG, Ca. e. ). 

反之 , 设 limv Ge =b, (a. e. 0. 在 一 个 零 测 集 上 适当 地 选取 
b 的 值 之 后 ,6 KF ic SORE so 代数 是 可 测 的 [1, 1 3 17j. 但 依 
引 理 1. 2G) RI 1 88 113 页 ], 这 个 不 变 e 代数 包含 的 仅 是 测度 为 
OR 1 的 集 ; 从 而 5 BRR e. 00. 设 

2, = Cor, limv Gr, (w)) = b,b- 常数 ). 
Wi] POQQU) =1. He HERR GU o € Qu FEEBR N= 
N Co) ,使 对 一 切 neh ,有 

viz, (@}) € G. (2. 1) 
HO D—ürGOoiuo€fh.nzeNGO,BI.D RR TESBET XE 
的 状态 zx; (wm) 的 集合 . REM. DEE B F BR. MO. 1) 得 出 
vt)EG 对 一 切 i:€D. B 

FERE limo Gr) RETE HS Pooohf SF (rp. WE p 
在 B. EMERY pa. PZ“ usc E" TR EI IDE oo LP”. 

EH 2.1. Ve Ge (D n d moda Y 的 1- 链 . An limv Ge, 
存在 (a. e. ) , 则 存在 极限 F limot) — 5C , (uE). 

证 ”和 依 引 理 2.1, LEE E BR LN pac FEE Li mv Cy) ,其 中 
{3} 是 初始 分 布 为 Yo? AK C+ E-E HERR 13. 1 中 的 (CY), 通 
当选 取 基 本 空间 A. RT HE A limul) TEE Ca. e. ).  P* 
是 由 马尔 可 去 链 {zse} 导 出 的 概率 ; 则 依 假 设 ， 

1 一 Pdimy(z,) 存在 ) 
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= P(B < æ) + PUimo(x,) FE) 
= ad) + | P (lime (x42) 存在 )ya(d$). 


由 于 eG -+e BOSS uH UB)=1 E OE) 
Pf dimu Cre) —50) —1 (pe $2. a 
2. FRR 
如 何 求 F limv(i) 的 值 ? In v EA RL UY BS RG TA BERE 
够 解决 . 
引 理 2.2* 愉 定 关于 马尔 可 去 链 {z,},1 是 对 应 于 点 ECE 
召 .) 的 极 小 调和 函数 . CR 是 该 链 的 有 限 过 份 赣 数 , 则 
F limvG) 一 infvG). 
证 依 引 理 2.1, 只 需 证 明 


limeéa,) = inf virf), (a, e. ). 
€1 


qe i 


ET vo REUS BRESEU RC ZEE AR FREE BORED. 为 证 等 号 , 先 设 
vol WR. 考虑 vv 的 Riesz 分 解 
. vli} = gG) + AG), 
其 中 g PIERS A ROS FERRO ERG. KEE 1. 2, h CO SCORE 
WO. 类 似 于 L4] 的 定理 12. 8 中 的 论证 ,不 难 证 明 limg(z,) 一 0fa， 
e. 0. B 和 之 0 我 们 有 

limvGz,) =e=inf 9G) Ca. e. ). 
对 一 般 的 v, 令 alw) = lim v(x,(w))， 如 同上 面 提 到 的 ,我 们 可 以 
(Rik aCe) 是 有 限 的 ,定义 函数 

vp} = minim, vli, 
则 w ZAF AH. Be 


lim valz, to) = inf va li). 
noo rer 


AS um te 及 alw) 的 有 限 性 ;存在 正 整 数 NEN (w) ,使 对 一 切 n 


* “上 -过 众 ( 调 和) 和 “村 于 a-a CAD. 
* 233° 


BNA 
vir, (0)) zi alw) + 1.(a. e. 3. 

RULE AES M=M Goo alo) 3-1, WIXT— U] mz M A 
vtr, Cay) == vu Gr (ed). dn ND). 

注意 对 m22 M.COM, 是 某 个 正 整数 ) ,我 们 有 
iive = inf oto. 


于 是 
lim vir, (æ) = lim Uys M fr, fw) = inf UIE), CA, e. 9. 
noes He ic 
| 
定理 2.2 he BARI BR MI zs- 有 
G@ Flim eC) ing HO (2.2) 


DORG) bh) 
其 中 ¿EBH A fou ner EIEE DRRR H = (fA 
L0 
Gi) WRAHA, WM 
F lim u(i) = sup RC) + inf eat (2.3) 
(iii) 设 v 也 是 有 限 过 份 函数 ， RER, H F limo) >00; M 
uG) _ uki) f. ed uG) 
Flim oa = int KD fing ale (2. 4) 
证 AAMT P ERD. 1 OP 是 极 小 调和 的 ， 
志和 链 的 终结 分 布 集中 在 对 应 于 4 的 点 上 ;因此 ,作为 7- 链 的 极 小 
调和 函数 的 常数 1, 也 对 应 于 点 E 而 且 ,天 是 二 过 份 的 ,在 已 中 


是 有 限 的 ， 依 引 理 2.2, 我 们 得 (2. 2). 
在 (2. DPR 51 ,我 们 有 


F limh G) = suph G) > 0. (2. 5) 

RA AA ARR. 将 此 极限 代 人 (2，2) 得 
Ht u() 
F lime (i) = F limh G) - Flim 705 = suph Ci) > inf fay 


这 就 证 明了 (2 3). 应 用 (2. DA v 并 用 所 得 到 的 公式 除 (2 3), 
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IKE BE F lime > 7-0, S] f C2. 4). i 
注 2.1 对 于 一 个 给 定 的 边界 点 EB,; 对 应 于 的 有 的 一 个 
可 能 选取 是 天 (，,#)， 按 照 等 式 ( 见 [5] 中 C2，19))》 
Piira = £) = KG OBIE}, (2. 6) 
我 们 看 出 ,如果 4610. KC OWA. AAA A ELE 
TartR ^j yep d e E dE KC: OMB MKC OAR. Ma 
AR. 
3. 原子 核 情形 
有 限 过 份 孙 数 的 下 收 化 尚未 被 充分 地 研究 ， 何 时 收 敏 化 
为 通常 的 收 钱 ?我 们 给 出 一 个 简单 的 但 却 充 分 的 条 件 , 该 条 件 在 实 
际 中 是 有 用 的 . 首先 我 们 引进 原子 核 的 概念 
设 tz* 是 不 中 断 的 马尔 可 夫 链 , 设 初始 分 布 为 了 考虑 该 链 的 
状态 空间 的 Blackwell 分 解 2 $172, 
I—EUEUEU:-. (2.7) 
Hon E, RORGHGEBUJLSE HI ELE, Rss REIR THE, C00 EIE 
FH. MRE CCBIE sut 0, 称 上 为 原子 边界 点 ， 在 [2?] 中 证 
明了 ,所 有 的 原子 几乎 闭 集 和 所 有 的 原子 边界 点 之 间 存 在 一 一 对 


应 : 设 五 ;对 应 与. 
给 定 瓦 |( 产 >*0) 的 无 穷 子 集 6; i 
PZE) = PF C), (2.8) 
EX e; 的 任意 无 穿 子 集 4 有 
POE G, — A0 = 0, (2. 9) 


x 


fe WHER. 这 里 se(e) =U (1e € o. 


me] nmi 


引 理 2.3 原子 核 es 的 任意 无 界 PPHAH neo 时 到 di 
ATE. 
证 给 定名 的 任意 下 BRC. MI KC» 6p- ,存在 一 


* 序列 17/ 称 为 无 翼 , 如 果 对 了 工 的 任意 有 限 集 ,存在 NO LE DX U am 
N. 
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Ao 8E Q, P GOLD — M EREE e € Ou EER R UN — N C ,而 
RH nN Wy EC. & 
Y = (y,€w),@ € £,,n Ze NW) C C. 
取 NGO 3E Ar X 8 REY CE (KO. 8) ,还 可 以 设 了 Csi, 由 此 得 出 
几乎 一 切 ( 除 去 有 限 包 个 )j, EY， 因 为 不 然 的 话 , 将 存在 tj} 的 无 
FTE 4 ,使 得 
P(e, — A) = PY — AD 
= BOYD) = 020, 
这 与 (2.9) 了 矛盾 ,于 是 对 一 切 ZA M 有 
REY CC. 
RBM 是 一 个 与 名 无 关 的 常数 . 
定理 2.3 设 17,} 是 有 初始 分 布 7 的 马尔 可 夫 链 ,x 是 此 链 的 
ARRES. mE s 是 原子 核 ,1j,} 是 e; 的 任意 无 界 序列 , 则 存 
TR Rime Ga). 而 且 
ur) 
n AG)! 
RB A dou er, "Tcr H=(i:hG)>0}. 
dE AS SMR PILAR E pig) KE 2. LA AR. 
从 (2. 32818 (2. 10) 右 方 的 值 等 于 下 limw(i). 但 依 引 理 2. 3， 
lime (j,) = F lim (7). 
这 样 便 结 束 了 (2. 100 B UEBR. [| 
4. 过 份 测度 的 核 限定 理 
根据 对 个 ,不 难得 到 过 份 测度 的 相应 结果 . 假定 对 于 转移 矩 
BE PP 存在 一 个 严格 正 的 过 份 测度 eG) 0. GET) CA P AE HT 
约 的 即 任意 两 个 状态 互通 ,这 样 的 a 存在 }. 令 
q; = PG,jaG)/atCj). (2.11) 
设 2 是 PP 的 有 限 过 份 测度 . 定义 
BG) = Pa GED, 
Re 是 但 = (gq;) 的 有 限 过 份 函数 . 设 #' 是 Q- 链 的 极 小 边界 点 ， 
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lime (jn) = suph ti) inf i65 (2.10 


Fv Reem rues. MIO. 2) 我 们 得 

un BU), BG) 

F lim 2A (D gr DRT GO" 
其 中 由" 是 OM O° MRD A. H S Gh? GOL 
0). 


13.3 应 用 于 可 列 马 尔 可 夫 过 程 


1. 连续 了 时间 参 数 情形 
设 OX—(xG..0sct cO) M 是 可 列 马 尔 可 夫 过 程 , 其 转移 矩 
阵 满 足 条 件 : 
lim Pa} - 1G € D, 3.1) 
BER LER SRR RPE. HO-@ IRE BER 
阵 ,其 中 


下 面 我 们 总 假定 i 
O<g 2-49 = D gy oG € D. (3. 2) 
用 ro 表示 样本 函数 的 第 #= TR BEER A 26 , 即 

Tlw) =O, 

rU) = infGt > cQ (w) LrG 0) zE xr, au Lo). 
而 且 , 假 定 过 程 的 签 止 时 刻 由 

rlw) = Jimz, (w) (3.32 
f Hb E Xo (rw) 0<t<r(e)} 是 所 谓 的 最 小 过 程 ， 马尔 可 夫 
链 

Yw) = Cr, lw) m) Cn = 0,1,2,0), (3. 4) 
PAE X BUR A BE. AT EM (yd Bo Martin 边界 ,我 们 假定 
iv BRR RAO. 30. 下 面 使 用 的 记号 F lim 是 关于 这 个 
边界 的 . 
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dE f& ERR GO G € D PR X BOXEO BR. RRA 六 -过 份 
的 ,如 果 对 任意 £250. 
Pu uD) Kaul) G E D. (3.5) 
JE 
Ce] PHEA : ru RR X Ea a A BE RES. F 
是 :13. 2 的 结果 可 以 应 用 到 有 限 的 X-il t ER C. 
2. 极限 定理 
对 给 定 的 函数 (OO ER ERE 


ui: = E, [FG «an de x co (i € ID. (3. 6) 
b 


Souk. Em sx dad u 是 有 限 的 ,对 XX 是 过 份 的 *. 
TE EAE Cv. UR WIS Ye 是 该 链 对 应 于 边界 点 的 原子 
B. TRE KO. O ,我 们 知道 
mi = Pys i) 
Æ iyo Bn Sm eX EE EP AU (Ce. 
MG. 10018 


. E, | fixa edt 
limE, | fGrG,9))dt = supp i£) + inf —5——f7£— ， 
ao Pe iH uH EE) 


(3. 7) 
其 中 Heint. 
特别 地 ,在 (3. 7) 中 先 取 F 门 一 人 ,然后 取 (i) 一 UmEE 
了 ) ,我 们 得 到 两 个 等 式 ， 如 果 ”“ 


=n pe 79 (3. 8 


用 得 到 的 两 个 等 式 中 的 第 二 等 式 除 第 一 个 ,我 们 得 到 下 面 的 关于 
最 小 过 程 的 转移 概率 的 积分 比 的 公式 


» Wa4]m 10. 15 1:8 12. 3 55. 
** 注意 , 依 (3. D. lim | P, co = Mn supe,l£). 
me D ™ EH 
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r P (ede M. 
lim 一 AT. 
"jaa M 
3. 对 于 双边 生 灭 过 程 卫 收 敏 化 为 通常 的 收 化 
一 个 可 列 马 尔 可 去 过 程 称 为 双边 生 灭 过 程 , 如 果 它 的 密度 抵 
EE Q— (gi) 满足 条 件 
qy =Ü 如 [i 一 站 29 13 
Qi i—i = j > Code 43 = b; = Ogg: 一 ”全 好 + 5i, 
ij€l-Ce- —1,0.,1,70,1 Bf dee gf. 引进 下 列 特征 
数 


(3. 9) 


n=- hjit H e —1 


l a-a p disa 
Xo =S= hs TO. ty = ays 


ai; 


z= alt S T Zi il. 
ti 
z = jim x, 2, = lime, 


[7 中 已 证 明 ， BM cin ERAGI yal bh BBR C0) E H EEn 
的 概率 , 则 


z— m Wn <i, 

Cn = 41; Wnt, (3. 105 
XQ; — 2, 
I, — m ani 


ERU LX GL REC. DA y, UR TA EY BLO xy — 9s 


二 oo* ,于 是 我 们 只 考虑 至 少 有 一 个 zs; 为 有 限 的 情形 . 
WA n=, eo, 此 时 只 存在 一 个 原子 几乎 闭 集 了 ， 
e= Gr, n--1, 70 PRR, ESO 


———. 


* tie, —-—co0.2p-0. (yA. 于 是 对 1y.} (或 对 最 小 过 程 OO Be n 
内 函数 & 是 常数 . UPB DPG002790.0790,,.;€ Diu REAR RAST 


no, 
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Gli, j) _ 6,04 47) 


Ka, j) = 
UP T SIME S GOCGGG.D 
vel vet 
= LLL. (3.11) 
DI We, 
vet 
如 果 j—HKG. 10).c,=1. 因而 
KG, j) = UL2 6» 十 247 wes]. (3. 12) 
Boo FLX Mt F oe 的 最 小 边界 点 . 由 于 Sw - — b. RNA 
ve 
KG,co) = limKG,j) = 1. (3. 13) 


按照 引 理 1. 2) ROUES «iio =P Cyp= 00) —1. 
除了 co 外 ,还 有 另 一 个 边界 点 一 ce. 类 似 地 ， 
KG, — o0) = (2, — 2) / DT) (zs — z). 
rer 


但 国 e — o2) aR AE. 
Bow 是 最 小 过 程 蕊 的 有 限 过 份 函 数 . AK C2. 10) 并 在 那儿 取 
AG) —-KG,cc)—1, RING 


lim (i) = inf ui). 


ion 


WEB —— oo ey coo, 存在 两 个 原子 几乎 闭 集 ,有 原子 
校 名 二 (…; 一 4 一 1, 一 2) 和 二 (msn 十 1,…), HE eo ce RETIA 
极 小 的 边界 点 » 分 别 对 应 于 & 和 eu. 则 

eo) ae wee 
KG, com 2706). — 22 
X; 一 x, 
(0 Sa — z) 
wer 
对 于 最 小 过 程 HEM ARI HRs RNA 


lim ulj) = (z, — z)» inf P, 
j— — ba iE Bq — Ti 


K (i ,co 


. " E Li uti) 
limaj) = a — #0) inf MO 


我 们 省 略 情形 z > — 00,2, — co A RIE A 同样 地 
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考虑 . 


[7] 
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第 1] 由 篇 ”马尔 可 夫 过 程 的 若干 联合 分 布 


本 篇 对 某 些 Markov SLE. ,研究 了 它 的 停 时 (Stopping time 或 
Optional time3A (o2 , AE CAO, 协 停 时 (CCe-optional timet Ce), 
位 置 zt 站 四 者 的 联合 分 布 ,并 应 用 于 d253 维 Brown 运动 , 求 出 了 
对 称 稳 定 过 程 首 出 球 点 与 末 离 球 点 的 联合 分 布 密度 . 

WX =tarlt,w) t0) AXE XL TENESR Zx FF POE 
的 时 齐 , 右 连续 有 左 极 限 的 强 Markov 过 程 , 取 和 值 于 可 测 Polish 空 
MCE, 4), fic cw ei co FEB RTH OR AOA 
MAE BF [0,09]. E AY £200. Ch C0 sz € 7, B Co) AB 
停 时 MEA + AMER ,而 且 Y 0.8 

iG) = iQ) — i. 加 Fa) zt 
0; Ü £C «— t. 
假设 : 
i V EBD0 Æ Qh b, A 8r GOD — (D G2); 
iD FECA Ca) «000 E. É AC xU CoD. 
由 文献 [1] EX (G0 05) be 
Hw) = ftw) — hw), QD 
已 及 多 的 精确 定义 与 性 质 见 文献 [2]. 先 证 明 它 的 一 些 新 性 质 . 
F 的 子叶 代数 oy 关于 一 切 测度 P-(zE 五 ) 的 完全 化 o- 民 数 记 为 
EY", 
引 理 1 fle) Cle) BARRE HL o n rz 0) OT, DU 
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(a) V ACB, Or CE A) — GrO HT ED E M, 
Cb) fer Sarl Et E); 
Cc) MACE LA (H—£— i, MY s20,C € BACH AE 


有 
OE > 5,2) € C) = OF > s, x (D € C), (2) 
Bx = xD, (3) 
(d) MEGS) EA =p MEES EA 
A > 0,00) € C) = Gta e C). (4) 


证 
Pr) E A) = 0; Uae EA C=2) 
= UG Cra) € A,£—7 —UtzG 十 0 € AdE — 1) 
一 U GG +640) € AS = t) = GO + 60) € A), 
由 此 得 证 (a)、 ACAD). X odi GO REGE 
Psr ECS I saxC(GTEAED ECC) 
= (Us clEtl-HECI= (sr EO). 
由 此 得 证 (27? 式 ,由 个? 及 假设 大 zf 的 一 工人 十 不 一 了 (十 上 一 对) 一 
rE ,在 (2) 式 中 取 s=0, f=, HAH 由 一 一刀 即 得 (4) 式 ， | 
过 程 X 的 转移 概率 及 算 子 半 群 分 别 记 为 


PG xd {Tat 2 O}.T f(r) = f Pardo So. 


Ap 


P^(s,c,dy) = PA > s,x(s) € dy), 


Tf) = [ Peda Food. (5) 
HG,A)-P,GGOC AD, 


这 里 及 以 下 的 OFERA ad. . 
RO (a)、(b) 分 别 是 熟知 的 关系 式 Oe QE A= (ete 
有 站) 及 x 让 二 xts 十 站 的 一 般 化 ,st 为 常数 ， 再 者 ,如 人 ta) 一 (d) 中 
的 xCt，) 理 解 为 左 极限 re 一 ) ,它们 仍 正确 . 
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定理 1 设 文 为 右 连续 有 左 极限 的 强 Markov xd f. A 5 14 
别 为 有 限 眉 时 与 协 停 时 ,满足 人 GD 和 (0)， 则 Y s20, 20,467, 
CEB, EE, A 

PI Tm s. € Al — hm t,e) EC) 


= | PU t0 € OPA >s € dy) (7) 
=| 19.0) «TH dy). (8) 
证 由 (2)、(4) 式 及 注 有 
(OAH DE EDU EO, (9) 
Qt) € C A0, 20) € C). (10) 
B OD. COGI Y 


Pith > srh) € A. > t,20) € C) 


=Í PIT tr) € C|57,) P. (da) 
(As PAVE M) 
(a) 


= PU > te € OF DP, (dw) 
Aber. the AD 
= | Pray E> tyr) € OP, Go) 
thls CAE AD 
= f Pa > tc) € OP h> salh) Edy aD 


i10) 
=| Pea > 0.x0) € CDP, >s, z(h) € dy). 


(12) 
但 
PC > 0,70) € C) 二 已 PC 0120) € C) 
= | Pc > 0.x0) € OPG, y dz) = (TL) (y,C). 
as 
MBG), 


P.(À > sah) € A) = PA > salh) € AD 
= PA > ss drth) € AD) 


= f P O E AFP (do) 
Cita) 
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= | PaaGr(R) © ADP (dw) 
mn) 


一 | Pergo € AIP Ch > s,z(s) € dz) 
= (T'H)(2,A). (14) 
FC 13), (14) 123k BBE CO xS. 而 (7) 式 即 (11) 式 . a 
Bg oup .P.G-urGX€C EP. y.de) M4 
Wl Be M Ze aS ER PCA sy rl) Edr). AR (ker GOOD B 
RK A 2B HOR Ce GOD B ASG, 2 PSE AO BT BE RURSL. 
C7) she 
Pik >s,l—h>?) 


= [P< Ph sa) € dy). (245) 
REEL. d PLA 0) — 1, RP FR: 
PA—hD0- | ee > OP et Edy), 16) 
Prth) € Al > hx) € C) 
= f r,a 0,20) € CP, (x(k) € dy). (17) 
今 考虑 一 些 特殊 的 停 时 与 协 停 时 , 设 BED. THX XT B 
的 首 中 时 ha,\ 首 出 时 es OR REESE ls 分 别 定 义 为 
^ hgCo) minf( OTC wm € B), es(w)=haglw), 
iy Gu —supGZ70, rt wm € B), 
3E 8538 XI 28 4B D Linf C ) — oo sup (Z0 —0.. Assea 篆 为 停 时 而 fe 
为 协 停 时 四， 当 2470 Bf nsis) 5 Ces LO BET FE BL E GOL C. 
讨论 RMF ER" 维 欧 氏 空 间 ) 中 的 对 称 稳定 过 程 $= 
(S G0 020) ,有 参数 w,0<a<2, 亦 即 S 为 独立 增 量 过 程 而 且 
Eexpli 65,50€ ]-expC—ti£i^, 
S 的 不 变 测度 见 文献 [4]. 今 取 其 右 连续 有 左 极限 的 修正 ,S 是 强 
Markov 过 程 . 以 下 设 ecd. Mat S 是 暂 留 的 , 球 B. MRA Be, 
—inf G7»0, | x, | 7*7) e. «oo LK EISE A Lo supGz7 0, |r E 
D. 以 下 SU 理解 为 左 极限 St, 一 ). 它 与 Ste,) 的 分 布 集中 于 B. 
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与 EXB,. B. (x, | zi mn. 
定理 2 xf ATEB COB, xE R, d>, H 
P (Ste) ECA, d ee  SUIEC) 


[LÍ Bir? — |x|? |*?dyde 
cda |x — yl ro [yl le? ly — z|47*|£2 — [x] |n 


如 |x| «r;O8 


kdz 
no, ir? — [eP lle — a 


其 中 k=T| 4 [sin 2d /n$ Far) 212€ A 0,27€ A. 


证 如 zl<r CMD). PLS Ce) Edy) 关 于 d $E 
Lebesgue 测度 L, 有 密度 为 


如 |x| >r, (19) 


Ale = ix^ 
€ Cr,y? = P _ yl? ` | m I» |y] zr. 
Fa cKO]. Ml y[ 7 P, 0,80) € da0 FF Ls 有 密度 为 


NENNEN MM 
ts) = [y — z|4* ` pe 一 fa]??? 


AS WARS, Pie, > O=1,[ael<or. 故 由 (17) 式 即 得 (18) 
式 . 次 如 lzl>r, 则 PSEC A= pT A r, MBI 
aÈ. a 
对 42-3 维 Brown ja zl ER I] BE PCA. CHALK 
时 、. 末 离 点 的 研究 已 有 相当 长 的 历史 . 1962 年 ,Ciesielski 等 求 得 
了 自 局 出 发 , 球 的 首 出 时 的 分 布 密度 5 1980 4E, Wendel 研究 了 
自任 一 点 出 发 ,球面 首 中 时 与 首 中 点 的 联合 分 布 的 Laplace 变 
AG Betz 及 Gzyl PME), 1980 年 , 王 梓 坤 求 得 球 的 末 
离 时 与 末 离 点 的 联合 分 布 的 积分 表示 ,特别 地 , 求 得 自 口 出 发 , 末 
离 时 的 分 布 密度 5 此 密度 也 为 Getoor 用 其 他 方法 得 到 1， 
1984 年 , 吴 荣 求 出 了 自任 一 点 出 发 末 离 时 的 Laplace 变换 ,并 给 出 
THOR ABH SAR AMR A BRO. 1995 年 ,作者 
研究 了 首 出 时 . 首 出 点 与 未 离 时 . 末 离 点 四 者 的 联合 分 布 5 ,定理 
了 是 此 结果 的 一 般 化 ,下面 给 出 此 联合 分 布 密度 的 表达 式 . 
BW={(WG,w) 20} 4 dz23 维 标准 Brown 运动 ,单位 球 
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[z| m r. 


ÓH B—Gildlrls1 MCA W 关于 BB 的 首 出 时 与 末 离 时 分 别 记 为 
én 与 ip. 由 文献 [10],Y Ze 

Frt Co: = Pug > WO) € C) 
lz =C La- Ly-\6dz) ] 

外 


人 一 zd 


= guy B] | Qe 一 


(20) 
其 中 CC 了 而 | 绍 | 为 球面 3B 的 面积 ，1985 年 Hsu Pei aR f8 A 
点 XEB 出 发 , (ep,W (es)) 关 于 dsLz_1tdy) 有 联合 分 布 密 度 为 


,lel a 
firey) 一 —aB| 24. MN 
. Imig Hon I? PS (21) 


JI mt a team) 
d 

其 中 g = 4-1, | rll? = 21d. GO deo Bt Bessel ii JL GO 
im] 


表示 J.G BU SC (usn 250) 是 ;6 的 非 负 零点 , 按 升 序 排列 ， 
C. GO Æ Gegenbaur list A FREN: 


(1 — 2at + a= CL, 


而 8 为 roy 4230 AT. , 
如 zx 一 0, 则 当 别 论 . 关于 Po, 末 离 时 es SRR W Ces dH 


X: 
PQCos275s,WCeg) € A) — PoCog2753) * PW Ce) € AD. 
(22) 
BAW (es 在 球面 2B. 上 有 均匀 分 布 , 即 
PWlea EAD SUCA) (ACaB), (23) 
又 由 文献 [7]， 
Piles 225) = 二 ee 一 , (24) 


£s f 2? TIGHT DJ aa). 
合 上 述 .并 由 定理 1. (DAEN F ir B iE E 3. 
定理 3 Tta HERE Brown 运动 W, Pire B 的 首 出 时 
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es. Bi HL RW Cen) RAAT Lo RBA WUDARA DALY se 
0,ACC-3B,CCCaB,.r € B.A 
Plen > 5,W Ce) © Aslg — eg > tW OS) € C) 


NI fitur Dft COL (dybde — Gilrz 0) 
Ò A 


S 6sexo| — zd . {fey CU dy) (4 x = 0). 
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#15 s 随机 激发 过 程 对 
地 极 移动 的 作用 


15.1 地 极 移动 的 随机 微分 方程 模型 


长 期 的 观察 证 实 , 地 球 自转 输 的 位 置 相 对 于 地 妹 本 体 并 非 男 
定 不 变 , 极 点 (北极 或 南极 ) 在 地 球 表 面 作 湖 机 椒 移 ,构成 所 谓 “ 地 
BEI” 大 致 地 可 将 它 分 解 为 三 各 分量: 长 期 极 移 ,周年 分 量 与 钱 
德 勒 摆动 ，1891 年 钱 德 勒 发 现 极 移 有 一 个 1. 2 年 的 局 期 地 极 移 
动 《 特 别 是 钱 德 勤 摆 动 ) 与 大 地 震 的 关系 引起 了 许多 研究 ,但 目前 
还 无 定论 ， 我国 在 这 些 方面 也 做 了 不 少 工 和 (参看 文献 [1])， 正 
因为 如 此 ,就 更 增加 了 研究 地 极 移动 的 必要 性 . 在 文献 [3,4] 中 担 
出 了 钱 德 轴 摆 动 所 满足 的 随机 微分 方程 ,并 研究 了 方程 中 系数 4 
与 w 的 统计 估 值 问题 . 本 篇 的 月 的 是 求 出 这 组 方程 的 解 , 并 以 此 
解 作为 极 称 的 数学 模型 .然后 研究 此 模型 的 一 些 性 质 , 并 在 此 基 
础 上 提出 了 最 佳 预测 公式 ， 
以 下 所 请 地 极 移 动 指 的 都 是 钱 德 勒 控 动 . 
ACh QO RAR Be CHAD FRSA). HORE 
动 的 方程 为 
d£ — A&dt — endt + bdg, 
dy — e£dt — Aydt d- ody. (1.1) 
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其 中 ep AERE IR] MILEA PRO ROO 为 常数 , 它 表 
示 激 发 的 强度 ,o RES OR HR MAR A 为 阻尼 系数 . 我 们 假 
E q.d, 是 二 相互 独立 的 布朗 运动 ( 即 维 纳 CWiener) 随 机 过 程 ) , 满 
RI. 

Ede-—Edj-—0; E(dg/!-—Et(dg)'-d: (1.2) 
CE 表示 数学 期 望 ). AM deC Sga MAREA 0. 7r 36 
de 的 正 态 分 布 . dg 也 是 如 此 ， 工程 或 物理 上 常 把 方程 (IT.1) 直 观 
地 理解 为 


f= —AE— o+ bo, 


j— a£ — Ant by, 
其 中 * ERG KMS oS ¢ RELEASE MERA 
RE. 

改写 方程 组 (1. 1) 为 矩阵 形式 

d£! | 一 和 一 如 1 二 ib Ojide 

PL w BINE | ME a» 
或 简写 为 

dX = AXdrJ- Bd. €1. 42 
其 中 X—X— | W=W,= 4 ,而 A.B ARR 1. DHE 


BR. 这 是 二 元 常 系数 线性 随机 微分 方程 组 (在 lto 意义 下 ). BR 
此 方程 , 需 先 给 出 起 始 条 件 ， 
X,—c. (1.5) 


这 里 a 是 开始 时 间 ,< 为 已 给 的 二 维 随 机 向 重 . 我 们 假定 c 与 
WW fess) the. 容易 证 明 :(1. 4) (1.5) 的 唯一 解 为 

X,— ease [e [ e 5a]. a.6) 
事实 上 ,微分 (1. 6) 得 

dX, = Ae” [e+ fe^ Baw, Jae 


+e Te 0 Bay, 
= AX dt 4- BdW,. 
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这 就 是 (1. 40. BEC. 6o JE CI. 4d; X OG. 60 E C150 EH E 
的 . 

注意 (1.6) 中 的 4 是 一 矩阵 ， 为 了 讨论 解 的 性 质 , 需 要 求 出 
eh) ASA PRIA. 但 由 于 这 里 的 4 非常 简单 , 故 
不 如 用 初等 方法 把 它 直接 计算 出 来 ,以 便于 阅读 . 由 定义 


' LO CAL)" 
e^ =f T 2, n] * (1. 7) 
. ies 
其 中 j 一 | [PEPER AX 
二 | 一 =at) o alc me) | 
:=| tot ELE Zr M 
p-f? 1 
* 1 0 S 
A: ae aD —À wel? ed DT 
eM =e Me -ee “ee [+> E (1. 8) 
am] 
但 容易 看 出 : 


D=], piu =), 
Dt = — j, Dp = — D, (aa 一 0 1250). 
代 人 (1,8)， 即 得 


Vx (Got )* Cap)?! Cap)? _ (ators 
“一 E an FDI aero] 
„ ary u E a Ger) 
2c D' (201 > 1 nD! 
=e * 


MN nr 
So op Zon 


amo 


COS — sina 


一 ev | | ， (1. 9) 
sinet COSE 
这 就 是 所 要 求 的 结果 . 由 人 .9) 得 下 列 各 式 : 
e^t (ety = Eni mer]. . 10) 
— Sint costar 
et u.c Me” 27, (1. 11> 
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a pf COS! sinc 
e “=e 


1.12) 


— sinet cosaz! 


其 中 BRR BO RE. 以 (1.9) 及 (1.12) 代 人 (1. OR 
并 ,并 利用 三 角 函 数 的 和 角 公 式 ,最 后 得 (1. 4)、(1. 5) 
ése " "[ecose(t—a)—csine( —a) ] 
十 elem P[cose( — s)dg, 一 sinet — s)d¢,], 


9, = e "* "l'eisine(? — a) + e;cose(t — a3] 
十 bf eM Donec — s)dg, + cosel 一 sdd¢,]. 


(1.132 


其 中 o .cs 是 开始 向 量 的 两 个 分 量 ,c= 网 


Ca 


15.2 地 极 移动 模型 的 概率 性 质 


我 们 既然 求 出 了 地 极 坐 标 (&2 ,4.) 的 表达 式 (1. 6) 或 (1. 13) ,就 
可 通过 此 式 来 讨论 地 极 移动 模型 的 一 些 性 质 . 

D 由 (1. 6) 或 (1.13) 可 见 ,此 解 由 两 部 分 构成 ,第 一 部 分 即 
e^o a e Rh FREE c 所 引起 , 它 随 t 一 oo 而 指数 型 地 趋 于 0， 


即 c 的 影响 逐渐 消失 ;第 二 部 分 即 ee fe tco BAW, , 它 是 由 
BE SI La. 21r Ag Ai B i Sh W, 所 激励 而 产生 的 ， 由 假定 < 与 多 .一 
W.(a vsu sr, Kex PESE Ar UR d vr f. 

2 由 于 (1. 1) 是 常 系数 线性 方程 组 , 它 的 解 只 依赖 于 =a 时 
的 位 置 ,而 不 依赖 于 时 刻 a 以 前 地 极 的 位 置 ， 因 而 地 极 移动 模型 
是 无 后 效 的 , 或 者 说 ,无 记 志 的 ， 即 已 知 地 极 现在 的 位 置 c 时 , 它 

ê, 
将 来 的 位 置 与 过 去 的 位 置 是 独立 的 ， MA LR X= MEE 
二 维 齐 次 马尔 可 去 随机 过 程 , 所 请 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 定义 是 ,对 
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任意 n +1 PHA OSs, sns su det EE n p EI E 
otp to TERM X, ma Gi BS AER LX, RAR 
率 分 布 ,重合 于 在 Xr WR EX. 的 条 件 概率 分 布 . 

3) 如 果 取 开始 向 量 c 有 二 维 正 态 分 布 ,或 取 c 为 非 随机 的 二 
维 常 值 向 量 ( 因 而 可 视 c 为 有 退化 的 二 维 正 态 分 布 )， 则 解 的 第 一 
BARES ADAH. 由 于 W.-W exec AERA B EAE 
们 的 线性 组 合 的 极限 ,第 二 部 分 也 有 正 态 分 布 . 由 于 这 两 部 分 独 
立 , 故 此 时 解 和 也 有 正 态 分 布 , 这 意味 着 地 极 移动 模型 是 二 维 正 
态 过 程 . 此 过 程 的 分 布 显然 依赖 于 < 的 分 布 . 下 面 指出 应 如 何人 台 
理 地 选取 ce 的 分 布 . 


D 试 求 出 X, 的 转移 概率 分 布 . 设 Xo mri NEL 
维 常 值 向 量 .在 此 条 件 下 ,由 (1.6),X, 可 表示 为 

X=% x+ f e7“ Baw.) | (2.1) 

而 (2.1) 中 的 X, 的 分 布 即 所 要 求 的 转移 概率 分 布 . 由 3) 中 所 述 ， 


此 和 有 二 维 正 态 分 布 , 故 为 求 出 此 分 布 ,只 要 求 出 数学 期 望 EX, 
AG XE DX. BO.D 


EX, = ez 4 e^ E| e-^Báw, (2.2) 
由 Ito 积分 的 性 质 , 后 一 项 为 0, 故 在 Xo x 的 条 件 下 ， 
EX,—e^x (2.3) 


利用 (1.9),， 上 式 的 分 量 表示 为 

E6,—e " Gricosat-- x;sinet) , 

Eq, =e " (Cr sinwt+.r,coswt). (2. 4) 
其 次 ,由 (2.1)、(2. DR Ito 积分 的 性 质 ( 见 [4, 第 410 XE 18 

DX, = E(X, 一 EX,)(X, — EX,Y 


—E [ [ err gaw.) | eroBaw.) } | 
= Ef e0740 BB'ds (H RAHE 
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- g [e me-oas 一 ot] eds (Gi Q. 11» 
a o 


]--e* 


2À 


— bt ['e-ne-nds I= “了 (2. 5) 
G 


其 中 r-[ |. HE Cn BLUR ERI TAL :后 ,地 极 转移 到 点 


(ys 附近 的 转移 概率 密 许 为 


À 
pn rji ¥t "D EEG. ey EXP bC(1-—e-) 


* {Ly,—e7* Gru cosot — x;sinet) ] 
二 [ys—e * Cr sinat t+ rcoswt) ]* ). (2. 6) 

AX, 的 两 个 分 量 来 看 

DE, =p = L8. 
而 总 与 有 的 相关 系数 则 等 于 0, 故 在 Sr par 的 条 件 下 ,二 
分 量 扣 .7 在 同一 时 刻 上 上 是 独立 的 ， 

5) 在 (2.6) 中 令 roo, {h 

limp «zit iyi i) = pzexp qot. (2. 7) 
di 7r 508 AA Oni o0 26 2X ARE ER A te: 3 1 一 
时 , 它 来 到 (yy 附近 的 概率 ,与 开始 时 从 那 一 点 出 发 是 无 关 的 ， 


《2. 7) 中 的 极限 分 布 是 数学 期 望 为 0、 方 差 矩 阵 为 纪 7 的 二 维 正 态 


分 布 , 记 为 No. 2.1] ,并 称 它 为 平稳 分 布 . 

6) 由 于 地 极 移动 已 进行 了 漫长 的 时 间 , 故 可 认为 已 到 达 此 平 
稳 分 布 状态 . 因此 ,为 研究 今后 的 地 极 移动 ,可 合理 地 取 开 始 分 布 
( 即 上 述 开始 向 量 。 的 分 布 ) 为 w| o. Dr). 


今 证 明 , 如 设 X =c 的 分 布 为 N 9, 所 7 ,而且 < 与 W. 一 W， 
(0<o<w) 独 立 , 则 极 移 模 型 是 平稳 过 程 ， 为 此 ,只 要 证 明 X 的 
— CBUB BB c 而 变 . 事实 上 ,由 (1.6) 得 

EX,—e" » Ec-—0. (2. 8) 
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其 次 ,由 (1. 6) 得 
EX,X, =E] | ecc f e^ BAW, [esce fero gaw.) ‘| 
ü u 
=F +E, tE, +E., (2. 9) 


其 中 
E, =E leto leey ]—e* + Ecc! - et 
a 


ae peta ee ME AAL): 
3i >A ` 5 


E,—E [erol fe Aue > Baw, |’ |: 
(AaB. 与 W.—W.(oszo«cudb3r.dt Jr d& Sp — BI ih 
W. MIA ke“c=e"Ec=0,i% 

E,=e“Ec + E| f e" BAW, | :一 0 


同 理 
E = E | e^? BAW, | (^c)! = 0. 
= Alr—s) Ati—sh t 
E, E fe BàW,| [fe Baw, | 
= [en BE eds 《由 积分 性 质 ) 
Id 
= E Ier och 
=p ee. feas ,了 (由 (1.11)) 
ü 
b aem. (2.10) 
2À : - 
以 E, E; E, E, 的 值 代入 (2. 9) 得 
5 
EXX! = a (2.11) 


正面 计算 相关 函数 . 对 770.080.6518 
Xe [X [e 77aw.), 
[74 
EX,X' 4, —EXX e EXÁ esf eaw.) z 
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fg X, 与 | ect, sr it B Ef eed, = 0, 故 由 此 及 
(2. 112, 0. 10) 得 


EXX. = pa a Coser sinwr 
K pT EXUX/e = pie . > 
2 | —8)naT COSwtT: 


(r220). 


两 边 取 转 置 矩阵 ,得 


z i coser — Sinur) 


EX p X= e —EX,X' G0). 


sinwr coser 


Í  COScTf sinwr 


EX,X' y= ee 
F. ttr 24 


. (2. 12) 


— sine coswr 


BAYEK iX CERO LROESELEL B TER GIESSEN 


有 穷 维 分 布 也 是 平稳 的 . 

7) 强 相 关 性 与 钱 德 勤 
周期 . 由 (2. 12) BT WR, A Bm A} 
Ef E E E CGE 258] A S355 ge 

Rir); 

p 

R (REGE. = uie * 
cosar-- Ey... (2. 13) 


注意 E, = Ey, = 0, F E 3i 
E. 24 r= PE (一 0,1，2， 


…) 时 ,R(r) 达 到 局 部 极 大 ,这 表示 有 一 “相关 ”周期 为 人 ,每 过 一 
周期 , 强 正 相关 一 次 . x3 r= EE DT qo ia, RO) 


达到 局 部 极 小 ,其 周期 也 是 区 ,每 过 一 周期 38 SU € A 
在 [4] 中 利用 60 年 间 极 移 的 观察 资料 ,在 除去 长 期 极 移 与 周 
年 分 量 后 , 求 得 名 与 4 的 极 大 似 然 估 什 为 
was5, 274, Az O0. 06. 
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Mti a1. 2 年 ( 约 14 DA dic S LOIRE 

8) “和 独立 性 "周期 ， 从 理论 上 分 析 还 可 以 发 现 另 一 新 的 周 其 
= CR LXE. 如 果 采 用 上 面 “的 入 值 5. 274, 那 
么 它 约 等 于 0.6 年 , 即 约 ? 个 月 ,也 是 钱 德 勒 周 期 的 一 半 . 每 过 此 
周期 ,坐标 分 量 间 即 具有 概率 独立 性 . 事实 上 ,由 (C2.13) 可 见 当 

= (10,1, Hit RO) = EEE, =. 

这 表示 诺 随机 变量 $+， 是 两 两 不 相关 的 (7 任意 
画 定 ), 由 于 它们 有 正 态 分 布 , 故 也 是 两 两 独立 的 . 注意 这 些 + 什 
中 检 邻 两 个 的 距离 是 二 ,这 就 是 上 述 独立 性 周期 . 对 {7% 也 有 同样 
结果 . 

SE ADL» AS BT AK RK 

Eb In Se" sine = — Ey (2. 14) 

Em 


与 上 同样 推理 ,可 见 : 当 r 一 
强 正 相 关 , 周 期 为 乞 ; 当 - 
MER BOIS ee eI (一 0,1,2,…) 时 ,名 8 ee 
两 两 独立 ,这 里 :为 任意 固定 的 实数 . 

二 坐标 分 量 在 不 同 的 上 上 有 上 述 种 种 独立 性 ,周期 都 是 二 ,是 
颇 令 人 感到 奇怪 的 . 


(2=0,1,2,--- BYE, E n, 
ams 


T k=l, 2." ETE, 53 5, 5 


15.3 地 极 移 动 模型 的 预测 问题 


E, 
试 根 据 时 刻 上 以 前 的 全 部 观察 值 X= | | + (sor) LAME EE HE 


MAEHE Xo (0700. 最 佳 的 标准 是 要 求 均 方 误差 最 小 ， 由 
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15.396 WJA. X MRED 

X» EO Xo sm. (3.1) 
ERT CAX  scOBACG FR SIX ;的 条 件数 学 期 望 .但 由 于 上 节 
PBX, 是 齐 次 马尔 可 去 过 程 ,上 式 右 方 等 于 ECX,..|X,). AR 
fix B. 6 得 

X, ce Xi | et Baw, |, (3.2) 
与 42. 3) 的 推理 一 样 , 当 XX, 已 知 时 ， 

E(X a| X) e X, 
由 此 式 及 (3.1), 得 最 佳 预测 为 

Nyy pe" X, (3. 32 
以 4i.9)? 代 入 此 式 , 即 得 分 量 的 最 佳 预测 为 


£,,,—e “(Ecosar—nsinwr), 


Tace " (einer coser). (3.4) 
AX T0 30 E R t Se ae elt ae as — 2E LE (E. (0,90. 试 求 出 
预测 的 均 方 误差 
DSE |X Xal? 
= E (eE HE Oh Ie)’. (3.5) 


由 《3. 2).(3.3) 得 
EX o X42 CX, i Xi.) 


+r ete 
=x] f e^? BAW, (f eft +0 BAW, |! 


=Fa-e) «1. (3.6) 
AFG. 5) 右 方 等 于 (3.6) 中 对 角 线 上 的 元 素 之 和 , 故 
or) =F iacet. | (3. 7) 


注意 (3. DRG. 4) 不 仅 是 最 佳 线性 预测 公式 ,而 且 在 非 线性 意义 
下 也 是 最 佳 的 . 这 里 我 们 充分 地 利用 了 二 维 过 程 ( 人 ,名 ) 的 号 尔 可 
AE. 但 如 只 考虑 一 个 分 重 如 & ,并 取 其 开始 分 布 为 期 望 为 0、 方 


差 为 从 的 正 态 分 布 , 财 它 也 构成 一 维 平稳 正 态 过 程 ,但 它 不 是 一 维 
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马尔 可 去 过 程 . 当然, 对 {16,1 宇 0} 也 可 应 用 平稳 过 程 的 线性 预测 
理论 ( 见 文献 [6, 第 184 fO D (ACHR IE SB SM. 


15. 4 小 结 


我 们 其 运动 方程 组 (1.1? 出 发 ,用 数学 的 方法 ,证 明了 极 移 的 
随机 激发 数学 模型 X, 具有 二 维 正 态 性 .无 后 效 性 和 遍历 性 ， 如果 
选取 (2.7) 中 的 右 方 为 开始 分 布 ,那么 它 还 是 平稳 的 . 这 就 是 说 ,XX 
的 二 级 矩 及 有 穷 维 分 布 都 不 随时 各 的 推移 而 改变 .此 外 ,研究 相 
关 否 数 后 ,可 以 发 现 XS, 的 二 坐标 间 的 关系 ,例如 强 相关 性 或 独立 
性 . 在 研究 了 这 些 性 质 的 基础 上 ,导出 了 地 极 移动 模型 X, 的 最 佳 
预测 公式 . 

上 述 结论 的 基础 是 方程 组 (1. 1). 因此 ,问题 在 于 (1. DSE 
称 运 动 符合 到 什么 程度 . 为 此 ,我 们 可 以 检验 观察 资料 是 否 的 确 
具有 工 述 的 独立 性 丙 期 . 任何 数学 模 针 只 可 能 在 若干 主要 方面 符 
合 实际 , 决 不 可 能 穷尽 实际 的 无 限 丰 富 性 . 我 们 深信 ,方程 组 
(1,1) 也 只 能 是 地 极 移动 的 一 个 近似 模型 . 

从 逻辑 上 看 ,激发 函数 应 是 比较 一 般 的 随机 过 程 v. 但 文 
献 [3,4j] 中 从 与 实际 的 观察 资料 对 比 出 发 ,认为 假定 它们 是 独立 的 
布朗 运动 是 有 根据 的 . 

在 确定 了 模型 以 后 ,接着 就 是 (1.1) 中 参数 的 估计 问题 ,如 上 
所 述 ,[4j 中 给 出 A==0,06, 0225. 274, E7] P A020. 067, we 
5.267. 但 另 一 些 人 人 则 得 到 显著 不 同 的 估 值 ， 在 [31 中 ,每 十 年 计 
算 一 次 ,而 十 年 内 则 认为 它们 是 常数 ,例如 1940—1950 年 间 Az 
0. 054, w = 5.256; 1950—1960 及 1960—1970 fj, Aæ 0. 022, 
0. 008;«2-5. 279,5. 250. nf W, A &8 4 (iS REC E o 则 较 稳 定 . 
RAS o Je IRI 6 — ACEEE + Ey?) CIL (2. 13) 式 ), 即 可 由 观 赛 
资料 求 出 o 的 估 值 . 从 于 看 出 激发 强度 是 如 何 变化 的 . 如 果 4 每 
T 8E Tm E Db? da en p. 
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测 来 预测 太 地 震 , 这 是 一 个 值得 深入 研究 的 问题 . 
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第 4 e 
物理 学 中 的 
随机 过 程 理论 


本 卷 研究 的 对 和 象 是 物理 学 中 的 几 类 随机 过 程 ,主要 是 布朗 运 
动 , 多 指标 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 和 超过 程 , 第 19 APRs 
对 称 稳定 过 程 . 本 卷 含 第 16 篇 至 第 25 BH 10 篇 . 

第 16 篇 是 综述 性 的 ,综述 了 第 17 篇 至 第 25 篇 中 关于 物理 学 
中 几 类 随机 过 程 的 若干 理论 研究 结果 . 这 些 结果 都 是 作者 近 些 年 
获得 的 ， 

第 17 篇 研究 dt 之 3) 维 布朗 运动 末 过 球面 的 时 刻 和 位 置 ; 研 
究 在 末 过 时刻 以 前 布朗 运动 的 极 大 游程 ,以 及 首次 到 达 此 极 大 游 
程 的 时 刻 . 求 出 了 这 四 种 随机 变量 的 分 布 和 和 各 级 矩 . 矩 的 性 质 可 
以 把 高 维 布 朗 运 动 的 维 数 区 别 开 来 . 特别 地 要 指出 的 是 ,证 明了 : 
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从 0 出 发 的 高 维 布朗 运动 ,其 末 冰 点 与 首 中 点 同 分 布 , 即 球面 上 的 
均匀 分 布 . 

第 18 篇 研究 的 内 容 较 第 17 篇 广泛 ,研究 dC m3 HR Biss] 
XF R PAR DMS AOR PAA, SPA rhs) RB Ioco 
BA cy) FUE ELE ot ti ARR a. 在 一 些 特殊 情况 下 还 可 
求 出 分 布 的 数学 表达 式 ， 如果 BB, 是 一 个 球面 ,可 得 到 更 深刻 
的 结果 . 当 维 数 2 一 cc 时 ,出 现 了 一 个 类 和 似 于 Dirac MAN A 
a. 

第 19 fmOM A XE Sek So a Ate Se MT BAL BL 
KH. 这 是 一 个 首次 引进 的 很 形象 的 新 概念 . 对 于 对 称 稳 定 过 程 与 
布朗 运动 , 求 出 了 此 二 种 波 的 分 布 以 及 它们 到 达 时 差 的 分 布 . 

第 20 篇 的 原始 论文 是 作者 为 庆贺 李国平 教授 从 事 教育 和 科 
学 工作 五 十 周年 而 作 . 这 是 国际 上 第 一 次 定义 并 讨论 多 参数 
Ornstein-Uhienbeck 过 程 ( 简 称 OU 过 程 ) 的 开创 性 的 论文 . tt 
进 了 我 国 掌 者 对 煞 参 数 随 机 过 程 特别 是 多 参数 马尔 可 去 过 程 的 研 
St. SOP SAAT n BR Ornstein-Uhlenbeck jtf COUP, 
合理 定义 ,讨论 了 它 的 性 质 ,重点 探讨 多 参数 情形 与 单 参 数 情 形 的 
不 同 之 姓 , 以 及 单 参数 情形 与 二 参数 情形 之 间 的 联系 .然后 讨论 
二 参数 情形 的 三 种 马尔 可 夫 性 : 单 点 的 , 宽 过 去 的 以 及 强 马尔 可 夫 
TE. 该 文 引 起 人 们 极 大 的 兴趣 ,并 出 现 了 不 少 研究 此 种 过 程 的 论 
文 ,在 国外 ,OUP， REF 1984 年 由 Walsh 引进 ,其 定义 与 本 篇 中 
的 定义 稍 有 不 同 ,但 对 本 篇 中 的 定义 稍 作 修改 ,Walsh 的 定义 恒 成 
为 本 篇 中 定义 的 特殊 情形 , 见 本 书 最 后 对 第 20 篇 及 第 23 篇 的 注 
7. 

第 21 篇 继续 研究 二 参数 Ornstein-Uhlenbeck (OUP). 
讨论 此 过 程 的 转移 概率 及 预测 问题 ,在 "过 去 "是 梯形 城 或 矩形 域 
的 条 件 下 , 求 出 了 过 程 的 转移 概率 ,作为 特殊 情形 包含 了 三 点 转移 
概率 . 还 讨论 了 最 佳 预测 问题 和 误差 ,对 于 上 述 区 域 , 预 测 问 题 已 
解决 . 

第 22 篇 研究 多 参数 无 穷 维 Ornstein-Uhlenbeck if f 
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(OUP ABBR 4 fh Bis SI CBMZO ,以 往 均 讨论 维 数 有 限 
的 情形 . Hur OUP? 和 BM 的 定义 .然后 研究 了 当 二 
R^ 固定 时 OUP? 在 Wiener Sia] W LADH e HL BM 在 W 上 
的 分 布 了 ,讨论 了 Am FL v, HEE UR rr € Rh is Bey, 与 
ve s 53 v [BL ES HEC ey Ee CE A E A ETE. 

第 23 篇 研究 更 广泛 的 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 , 即 多 参数 
无 穷 维 (7 ,3)-DU BY .S)-OUP? ,其 中 7E[ 一 cc 08 一 561， 
—,.8,),8,€ [—95,0],.:—1.2,-,n. 它 推广 了 第 22 篇 中 的 OU 
HE OUr ,后 者 是 7r 一 0,8==0 的 特殊 情形 . 本 篇 中 研究 了 {y， 
8)-OU PT (C + O.(CZz0 SII AE eX, OMT 之 间 的 
绝对 连续 性 ， 特 别 讨论 了 : (a) r= 二 一 0,6 二 一 coo; (b) rr 一 0,3 一 一 
oo; (ce) r— —oo,0-—0; (d) r=0,0=0 等 特殊 情形 . 此 外 ,还 讨论 
JO r8] XX. + AAR BRA. 

第 24 篇 研究 二 参数 正 态 过 程 的 马尔 可 夫 性 . 得 到 了 二 参数 
正 态 过 程 是 宽 过 去 马尔 可 去 过 程 的 充分 必要 条 件 ， 对 于 梯形 域 找 
到 了 该 过 程 的 转移 概率 , 顺 恒 解决 了 对 于 梯形 域 的 预测 问题 . 

第 25 篇 的 原始 论文 是 为 庆祝 李国平 教授 人 十 寿辰 而 作 , 是 国 
内 研究 超过 程 的 最 早 的 论文 .本 篇 研究 超过 程 y Bü hp hr 
BE, eo EF AERA RS MEL 
y» JEn fy. > Hea OR 了 上 关于 测度 v. 的 积分 . 
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#168 物理 学 中 的 随机 过 程 


16.1 布衣 运动 


关于 布朗 运动 (Brown Motion , 简 记 BM ) 的 研究 已 有 很 长 的 
历史 ,其 中 包括 Einstein, Wiener Levy 等 大 家 的 工作 ,但 至 今 有 
KAM .新 结果 和 新 方法 仍 层出不穷 ;BM 已 成 为 概率 论 的 思想 泉 

RUF P) AME E iB] ROA d SEK EG SE 8] 2057 为 只 中 
子 集 Borel dx- 代数 . SE X XECGO S87 PE BUA R^ 中 的 随机 过 程 
B=(B iw) £220) Go € DRA d SE BM ,如 果 

D 对 任意 有 限 多 个 数 Oscar run B, B, Bi yt B, 
一 B, ,相互 独立 ， 

2) 对 任意 220,170, B., B. A d 维 正 态 分 布 ,密度 为 


|z|? 


1 
p "7) = To AERP TU» „tE R’; 


3) 对 每 固定 的 e € Qr B Go Hes. 
B M 的 轨道 性 质 与 空间 维 数 4 有 关 ， 容易 想象 ,qd ERK, HEB 
M 的 粒子 越 易 发 散 . 周知 ,4 所 2 时 ,B 为 常 返 :d 二 1 时 为 点 常 运 ， 
BB E [£— i a € R7 出发, 回 到 a 无 穷 多 次 的 概率 为 1;dg 一 2 时 为 邻 
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RHE. A Bae R 出 发 ,以 概率 1 UBI o 的 任 一 邻 域内 (但 不 一 
定 到 w) 无 穷 多 次 . 这 2 种 常 返 不 同 , 后 者 弱 于 前 者 . 4 之 3 时 ,BB 为 
暂 留 (停留 在 有 界 域 内 是 暂时 的 )， BN a Pim |B,| =) —1. 对 比 
于 常 返 情况 ,自然 会 想到 , 暂 留 的 程度 应 随 4 而 变 ; dd 越 大 ,停留 在 
有 界 域内 的 时 间 应 越 短 ,或 趋 于 co 的 速度 应 越 快 . 如 何 定量 地 描 
述 这 种 程度 ? 下 面 便 来 研究 此 问题 . 
对 ACE". jx XA 的 首 中 时 A, 与 末 离 时 a 为 
hata —inf G220, B, € A) MAA t RAE SR LIT Aa C — oo 
LD — sup 770, B, € A), UB JT e RIES: 54a (9 — 0. 
Fk BOSB R BOE A 的 首 中 点 与 末 离 点 ,它们 的 分 
布 分 别 记 为 
HG dy) =P, (Bha) € dy), 
Lí(xdy) =P, CBU Edy 44770), 
其 中 P, 表示 当 Bo 一 工时 BM 的 条 件 概 率 ， 
求 出 这 些 随机 变量 的 分 布 是 重要 的 问题 ,对 一 般 的 4, 难 以 找 
到 ;但 当 4=5,=(x;1x1=r) 时 ;前 人 已 求 出 球面 5. 的 首 申 点 的 
分 布 为 
rU xp 


— p 
P(B) € D) = 
(Bh) € D) Í, dy) 
(lal <r D C SS Rh, = h,), (1.1) 
Ep U dy ARS, 土 的 雹 名 分 布 ,特别 
PBOJCD)—UDD, (1.2) 


即 如 BM 自 口 点 出 发 , 则 5S; WE PRES, KLAR. 
BTS PH A. 的 分 布 则 较 复 杂 ， 文献 -中 已 求 得 


P. > a) = Def- £ Iha) USO, — 0.3 


其 中 24 是 Bessel BR Jz) = 4/2 — 1) 的 正 零点 ， 
a = ga /2^ OPC + 1 tga). 
LAP da 
我 们 来 求 末 离 时 与 末 离 点 的 分 布 , 初 想 似 乎 问题 会 更 复杂 ,但 
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下 面 看 到 并 非常 如 此 . 记 


gay) = [eae — y)de 
_Pd@/2—- 1 
2g Ix — y| 
定理 1. 1 设 4 为 相对 紧 集 ,在 弱 收 化 下 有 
LG .dy) 一 ECr.vy) lim (HG dy)/((z y. 


(1.4) 
因而 末 离 点 分 布 可 通过 首 中 点 分 布 而 求 出 ， 
定理 1.2 AME ee R^.DC Sa DC X, 
PBU) € DL 0) = | i peus. (1.5) 
4I. PLCBOOE€ DLI0)—U,(QD). 
这 说 明 球面 的 首 中 点 与 末 离 点 当 BS 0 时 有 相同 的 均匀 分 
Jp. 初 看 也 许 奇 怪 , 但 可 如 下 直观 理解 . BAR ORS BM 
对 S, ZARB A DARA BROW AIS, 之 首 中 点 ,而 后 者 
可 设想 有 均 名 分布. 
关于 联合 分 布 , 则 有 
定理 1 3 X DCS, DEZ, >, 
P BUD € DL 2) 


__ Hynes La- (de) 
— min sale |y— z? oly = z(t” (1.6) 


其 中 13, | 为 人 的 面积 ,Ls_1 表 示 d—1 HE Lebesgue WE. 
由 此 可 推出 
定理 1 4 当 Bo 一 0 时 , 末 离 时 /有 分 布 密 度 


_ 
tS) = apa T) 


dei (5 > Od zm 3). 
| (1.7) 
此 分 布 在 概率 论 中 拟 是 首次 出 更 ,以 前 未 见 过 . 4815.f/ GO)IESR 
是 y MB. 是 具有 自由 度 为 了 一 2 的 YY- 分 布 的 随机 变数 . 
Hid SHR m«d/2—1HBl m PIE EUT <o, 而且 
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E,G7) = pm" /LXid — id — 86) (d — 2m — 25] 
(d > 4). (1.85 
现在 可 以 回答 土 述 关 于 暂 留 程度 的 问题 . dp Fd [ood 
快 , 刚 它 未 离 S, 的 时 间 RA MA T E ec max Gn; EU 09) 
ERA. BO. 8) 知 的 确 如 此 ,c= 二 ctQ) 是 4d HARM, 
c;—0, fill d=3, 4; cc 二 1, 好 d= 一 316; c;—2, 8l d—7.8;77, 
c=ġ— 2,4 d=2k—1.28. 
RRM: 4 d—7,8 Af, B9— Er I MEER. 1B — Br EOS 
无 穷 等 等 . 于 是 空间 的 维 数 相 对 于 上 有 成 双 性 . 如 还 要 区 别 成 双 
的 维 数 ,可 引进 另 一 随机 变数 
M= gere. 
它 是 BM AB S, 前 所 达到 的 极 大 游程 令 G (a0 — PCM, Sa), | 
r|zr.H4 G.GOE SEBECE «HHA 
gí(a-(d—2)77 */at^  , alr; g(a) —O.,asr. 
4 pg FDIPmd—28H].E.(MTO«o0o,XM 
E (MD =((d—2)/(d@—m—2)]r*, 
由 此 知 :d 越 大 , 极 大 游程 越 短 LEA EG cc max On: E MP 
eo), Bit 
Cg—2R — A, Y d —25—1:cc—28 — 3. ll d—2R. 
34 d-ooB[.E.0MTOÀIT ;又 


limp, | «ca poe a>; 
mF. = 
pers 4 D,GM,) 0 » aso. 


12S D RAAB DUM) — (d —2»/[Xid —3)2!(d—4)]1. 

上 述 的 一 些 结果 可 推广 至 对 称 稳定 过 程 " 习 ， 关 于 作 布 朗 运 
动 的 粒子 Cd 六 3 了 时) 趋向 无 穷 远 的 方式 可 见 [4]; 粗 赂 地 说 , 它 必须 
通过 一 切 方 向 绕 无 穷 远 点 作 无 穷 次 徘徊 后 方 能 趋 于 无 穷 远 . 更 多 
的 结果 见 [6,5j. 

再 引进 2 个 随机 变量 J 与 a: 

J. = 1s God, 
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ÈE d HE BM ERU, S Gi c o0 PR B E E =). 
Mlyl<r; BMA o. 
a,—minG: |B| — MO EË KAD M, 的 时 刻 ，[2] 中 求 得 


l 4 
gf ie tails t 


Piola, > 1) — (d — 2089-970 
i=] 


£4 5 gail 3€ GL. 3) 式 . 
在 四 变量 hod. ,a ,i 癌 有 一 简单 有 趣 的 关系 : 


rr r? . (d —2)r | ri 
Boh, = SEd, = Fa bt, = gy bg 


EG doo fE— REF AS EAF 1, 特 别 

Eh, Bol.) (d — 4) /d—1. 
MRR: Sd RAH, BO HRA BM ERS S, 后 ,几乎 立即 就 
永远 离开 S. 


m 
F 


16.2 名 指标 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 


这 类 过 程 的 研究 开始 于 1983 年 “”], 那 里 给 出 了 定义 及 性 质 . 
其 后 出 现 了 许多 研究 论文 . 

& Z—G x)€RuRV—(iixmO.G-—1iseua. HZX 
Y, EH AR mmy G-—1lns0. 称 WW 二 {1W(Z),ZE RS} 为 xn 指 
标 BM, 如 它 是 实 值 正 态 过 程 ,而 且 


EW(2)—0, EW Ow ao Io ^»o. (2.1) 


其 中 z, A y, min(z;, y;). 
RR n 维 向 量 a= (a, ote »a,) a> 0, eR a0, X. 


X(Z)=e-*[ Xoto| edw a], (2.2) 
其 中 aZ 等 为 内 积 ,X 为 与 W 独立 的 随机 变数 ，| 表示 重 随机 积 


Sy. ER X = (X(2),2 ER) 为 = 指标 1 维 OU 过 程 , 记 为 QUP!. 
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WX X19 d pd OUP), PE 
Zi=| (X (Z) XIODD,ZERSI (2.3) 
为 n 指标 4d f£ OUP, 记 为 OUPY 
3 Sp Fa) A COUP XH (XG DERE}. 以 下 用 
al *} 表 示 揪 导 中 随机 变量 产生 的 o- 代 数 . X RRR LEY 
OR BY AGER SEG WI). , =X (a,b) ek bv) We 
XG v) — x HREF X G0 Ej Fe 5 CR) PEREEREP CC, 
vizi (se) dyI=PCX Gc dy|XG ou =a) STOR. 但 这 种 
URBI X fETE d TE R18 GLAS 8E HI ANE EU RS X 的 有 限 维 
联合 分 布 . Ait te PH RE BR RE”. 令 = Xa, 
batu Bb) BRA LDF KARR E. MAK Z, 
= (uv Z= (550) Ze (ov) Za D A 
定理 2.1 以 概率 1 有 
P(X(Z,) S » L9 22 
= PUXCZ,) Sy | XZ) X (23), XOU 


=f FO, TL Ta Zoa lysF dE, (2. 4) 
其 中 xs XG.Ou—1.3,4, f OBL 
s=; 1 ze — [£e temo) ei 
—e Ya, /2H, 
H' =P {1e Ye 1879/49, (2.5) 


称 为 三 点 转移 概率 密度 , 它 是 时 齐 的 , 即 只 依赖 于 s 一 # 与 : 
一 v; 它 对 一 切 变 量 及 参数 070. 87-0,07-0 EB; soot oo 
时 ,上 趋 于 正 态 分 布 Nt0,o/4a8) 的 密度 . 

考虑 更 一 般 的 过 去 . XpFC€GOLS.S$ F r= XZ) ZEF) R 
R} 中 的 单 减 曲线 为 简单 的 ,如 它 由 有 限 或 可 列 多 条 平行 于 二 坐标 
轴 之 一 的 直线 段 所 组 成 . 而 县 在 任 一 只 一 17:0S3y<SZ)} 内 只 有 有 
限 多 个 角 点 ,每 一 角 点 是 上 述 两 直线 段 的 交点 . 由 两 坐标 轴 及 一 
简单 曲线 围 成 的 闭 城 称 为 梯形 域 . 
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WK COSBOGEX.RZG.DCK. BZSIWGETIT - Ach 
直线 段 . XK 的 边界 AK F ZoZo :两 点 . 此 两 点 间 的 角 点 项 次 记 
34 ZZ. eZ.dktZCBUdkGuev.58 NR ee Hay a a a 
My TES gf Uy Le Sy ty ee Se 

定理 2.2 RZEK, Ý 

12 POX (Sal pH PKS 
a|X(Z,).7=O,1,.n+])}(a.s.), 

2) Æ X(Z20—x; 020,1, n4 D 
BATETIXCOHGIES DA NO, Z^». 
其 中 


at] 


m= >C lYe-^s595—* MEU) pe ， 


附 图 — 一 gig 2 eat 儿 ge teed db. (2. 6) 


利用 此 定理 可 解决 预测 问题 ,， 令 DD- (Alo): WF y 可 
MHA Elko}, SRR IC ROC LCD dft E| X 22 — IZ. 
K3|- inf EIXOD—R[. iZ KA XCOXTFIXOGOO,y€ 


RELE) 


天 } 的 预测 量 ， 预测 误差 定义 为 
eZ, K) - E|IXCZO— IL, KO. 


可 以 证 明 : 设 Z G2) € K A 
KZ KO 2C Den x (2), 
EZ ,K)— X. 
现在 讨论 OUP, 与 OUPI 的 关系 . 回忆 OUP! 为 
XGD=e 7*7 [xpo [em aw Ca 6) |. 
在 其 中 国定 :==c 而 得 单 指标 过 程 AX SXG) sO}, ERX H 
c- Ei. 
定理 2,3 1) X. 等 价 于 ( 即 有 相同 的 有 限 维 分 布 ) 某 OUP!， 


后 者 有 参数 
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&—a, G6—o[(1—e7*)/28], X =X 0,0). 
20 ER TEE S OUP EG sO} RY) te 
01G—1,2. 0 MER RG OC RA 


g 


limP(e-*^*X, + BOXGOYG Sa) 
am = 


Hog 


= P(X(s.f) Sa), (2.7) 

其 中 X'co -Y'()0-0,X' E Y 的 参数 分 别 为 a,o 二 1 及 Bo 二 1. 

现在 关于 OU Pt 已 有 许多 工作 , 知 研究 了 它 的 轨道 性 质 、 常 

返 性 , 像 集 及 图 集 的 Hausdorff 维 数 ,相遇 与 自 相交 问题 . 重 对 数 

定理 等 等 . 

今 讨 论 n 指标 无 穷 维 OU 过程, 记 为 DUPY7. 先 需 给 出 定义 . 
XE OUP, Ep 

X.) =e [ete] [erm iaa | (2. 8) 


我 们 把 "十 1 Tdi bkn GS OS (Gs.t ERT, FHS BA s. 
t; 的 不 同 必 用 ;n 十 1 个 参数 也 分 别 记 为 afes 8 Re a> 0,8, 
>00. 设 z 为 NG0,G) 分 布 的 随 本 变量 ,与 你 独立 . 固定 1X(s 012) 
对 s 实 0 HERE. AS ot TH OUP], Ait Wiener 3 fA (C.F .) 
PRL. EEC, F OPN ERD HICH wo SEM RCC, 
FO RIL 
XA =X a, (2. 9) 

Bleep XC + ,四 由 (2.8) 纵 出 ;并 称 {XC DE RLS A OUP, 

周知 :同一 可 测 空 间 上 二 正 态 测度 或 者 相互 绝对 连续 ( 记 为 
=), HR AER GU LL). 

定理 2.4 BER PHAR. 

1) du, TE S RA 


a " 


[Ia-e»-]Ia-e-**». (2.10) 
1 一 1 


2) A 集中 在 5, 上 ， 即 (S51) 二 1, 这 里 
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S, [AED A)r Ata 


-o TET IM I. (2.11) 


3) MW n=1, 则 一 切 p C0 WARE RR. 
这 揭示 多 指标 过 程 与 单 指标 过 程 之 一 区 别 , 对 后 者 一 切 s 
Se, MOAT Bip Ay s A SE pague HT AR B, MGE E SE, ELTE t,t 属于 同一 个 


Es— (em. [a-sewo-s) ,这 里 常数 à WEE 0<8<Z1. 可 


OE, 为 水 平 6 的 等 度 连 续集 . 2 一 1 时 ,E; 上 只 会 单 点 ， 

OUPT 在 随机 分 析 中 有 重要 应 用 ,但 对 OUPT. 的 研究 则 似乎 
刚 开 始 . Sts FCs oe BM ,也 有 与 定理 2.4 类 似 的 结果 . 以 上 
ZB XR LT 12]. 


16. 3 超 布 朗 运动 与 超过 程 


直观 背景 如 下 : 设 诸 粒 子 在 上 一 0 时 按 Poisson 点 过 程 ww 而 分 
布 ,其 强度 为 有 限 测度 LB 


PG) =n) = ODIT, m n—0,1.2,*7. 《3. 1» 


BEA n ( DRA :时 位 于 了 中 的 粒子 数 . 设 每 粒子 沿 了 维 
BM 的 轨道 < 而 运动 ,其 寿命 随机 ,有 参数 为 Y 的 指数 分 布 ， 一 粒 
子 死 后 立即 在 死亡 处 以 概率 1/2 永远 消失 ,以 概率 1/2 消失 并 产 
生 2 个 同样 的 粒子 . 新 粒子 又 沿 二 的 轨道 相互 独立 地 并 且 与 其 父 
辈 也 独立 地 同样 运动 . 如 此 继续 设 每 粒子 的 质量 为 及 DA PCB) 
表示 + 时 位 于 B 中 诸 粒 子 的 质量 和 . $ 0 一 0, 强 度 0000 EOS S 
Sr 1/0. 则 在 适当 条 件 下 , UOTHSESLUT AC SURE BUR Bois 
Bj. 类 似 地 ,如 以 一 般 的 马尔 可 去 过 程 X 代替 布朗 运动 ,所 得 的 
极限 诗 程 17,} 称 为 超过 程 (Superprocess). 后 者 的 严格 数学 定义 
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mF. 
ECE, 0) A WS fa. X = Gsm 0 DUET CE SED p 9 
尔 可 夫 过 程 , 有 转移 概率 Bonet dy) AFERAT) 
Tfi) = [ Pearedyy7oy， fe B. 
E RELEE LSA AR gTa AAE. did 
(fv) = frav. 
ELE S LSA RM p SHIH AA, Bn HA A F 
JÉ FMR o (FO (Gui ee AA) Sa), AC Bae. 设 对 每 :1 
=O,FERAT Cot. 6,0) 中 的 随机 变量 v. FR Y —(yocm0)N 


CX 的 ) 超 过程 ,如 它 是 马尔 可 夫 过 程 ,而 且 对 每 /FE B ,jE A ,A 
DOS 


E.exp(— Mf yu} = expl — VLAS), pO h (3. 2) 
RP Va ILIO 为 作用 于 B, 上 的 压缩 非 线性 算 子 半 群 ,满足 
VK) 一 一 [TITA as HATIS. (3.2 


前 人 已 证 明 式 (3. 3) 有 唯一 解 太 ,因而 可 通过 式 (3.2) 左 方 中 拉 普 
拉 斯 变换 ,以 求 出 了 的 转移 概率 giud) 但 式 (3. 3) 中 解 实 
际 上 难以 求 出 AE 3E 18 Re de. 下 面 我 们 给 出 此 拉 普 拉 斯 变换 
HRM RBE RS ML EL Gy]. 

ic M fll —sup | f(a) LOS seu BBR 92) R gi) RF 
Bi. ELER 


(px do, = ['re: 2s, 


X f € Bi. 
"—1 
Q'memelQ—TL. pn = Diet xg, 
4-1 
D, = (p"* pp). 


定理 和 1 |A| R=] 4u ll gl E 
E..exp[L— Af yw] = DO ER, 
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nb, = > RO,, ,. 
k=] 


定理 3.2 各 级 矩 M,,n 一 1,2,… 存 在 ,可 上 由 下 列 递 推 式 依次 


月 一 


3 
M, = S CI G — 19,,M, 


sad 


(M,=1,07=1). 诸 矩 唯一 决定 (Cry 关于 Pap a, 
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第 让 篇 布朗 运动 的 未 示 分 布 
与 极 大 游程 


17.1 KERMEHSD HA 


设 X={X So} al SEK 23 [8] R^ PAB le 
为 R" 中 全 体 Borel 集 所 成 的 c- 代 数 . HREM EM BAR PH 
与 末 过 时 分 别 为 : 
T= [naro oe B IH AGERE 


OO RZ; 
y= [rere OS marat 
* i0, 反之， 


首 中 位 置 XT SRE XO HARDMAN: 
Helr,A):=P,.(X(Ts) EA), 
Lal, ASSP KODEA, Ys >00), 
P, 表示 开始 分 布 集中 在 点 x ERRARE BI 
EE.， 转 移 概 率 密度 为 : 


BEN: 
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ulrsy) = | ptr de = K/ jx — yl’, a.D 
K= rj 2-1 fave". 
测度 的 势 定义 为 
Utz) =Í ulz. yjeídy), 
, 


定理 1.1 RE-USE B.A 
Ls Gosdy) =u (rsy) lim PES. (1. 22 
证 考虑 Wel CEPT p<). UP BB 表示 BRR. AK 
献 [1j, 存 在 -有 穷 测度 xs. È HE (support) £F 2B 中 ,而 且 对 
PrE R' A 
Hal(x)=U, (7), (1.3) 
Bald) — LaGr dy) /ulesy). (1.4) 
男方 面 ,由 文献 [2j, 存 在 测度 va REA T 2B 中 ,而 且 对 一 切 x€ 


RA 


Hal(r)—U,(G), (1.5) 

ve(dy) = lim Pa (1.6) 
注意 HS). BROL3).0. DARA (charge) HEH. 

pp (dy) =us(dy), (1.7) 
以 (1.4) Cb. ORRA. DA HER 

uwiz.y) 一 1 ， 

Iz] EC 0) 

Bp (1. 2) 式 得 证 . 


此 定理 表示 : 末 过 位 置 分 布 可 通过 首 中 位 置 分 布 表 达 出 来 . 
以 下 主要 考虑 球 S, 与 球面 aS.: 
Sm (2:[z]<r),98,= Cz: |x| =r) 720). 
FA SLi BTE E PLOY, — Y, ) — 1, X 8 P,O, 之 00) 二 1(x 
€ 5,5. 
R11 X—9 r A 
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La, x sdy —— LU, d E] ` 
a Cr dy) 太一 (dy) (1. 8) 
Ly, Cd) —U. (dy), a.9) 
其 中 aS, 上 的 均匀 分 布 , 即 
Udy) = EE msi». (1.10) 


这 里 |95, | 表示 aS, 的 面积 ,二 ,表示 只" E Lebesgue 测度 . 
证 由 解 Dirichlet 问题 ( 见 文献 [3, 第 13 3€ D ,可 求 得 
Ha (zsdy)=7r" 7 e —r? | |y—2z1(-U (dy). 《1.11》 
FHI CI. D BTE SR ERES , 
H,(G.dy) Qe 


im - =U (dy), (1.12) 
ae «CD K 
将 (1,12) 及 (1.1) 式 代入 (1,2) 式 ,加 得 (1.8) 式 . FECL. 8) 式 中 取 
zz 一 0, 并 广 意 veas, H.|y|=r,. Be. 99k. a 


从 所 周知 :五 (0,dy) =U, (d 30 W Á O0 EL a PSR 3 
S. f) hr A RA, BUR 3.5. 上 的 均匀 分 布 ((C1. 100 33). 
R1 根据 积分 等 式 
sinl dz) T eii ly| >r; 
357 25, Ty —xz[77 £z Wyl sr. 
BO. DRA. 10s a AMAR, LR. 13 BS 3]. 
PA, <0) = Ly, (2,85,) 


(1.13) 


一 
- ez L, (d) -| L| gm xb 
— [asta — le 
l3 Srhas, le — yl 1, 如 |x| <r. 
Q. 13) 


关于 末 过 位 置 与 未 过 时 的 联合 分 布 , 有 
定理 1.2 H DTAS, DEB #20, 
POCO) € D,Y,, 7» t) 
u p? i scat L,- (dz) 
= Guy" 1a S, [let »iy—zp3* Q14) 
证 C CX O € D,Y,, > 0) MPC) = Las Cy, D). 


* 281* 


由 Markov 性 ， 


PRY.) c DAY, > 4) = EP xy) 
= [ Pto pains dy 


= |l. EINEMEE 
i Tar e Lj Cy, D)dy. 
30.8) R G. IVREA MEC HÈ. 


17.2 末 遇 时 的 分 布 


X Fra): = Pi as <). 


定理 2.1” FO) 一 f roas 有 密度 函数 为 : 


ane 

f@ = r z 
ni 
2 2 1) 


WE #0. 14) APR D = 95,, 得 
Poa > t) 


p j E L, .,(dz) 
= —___ nn d 
STEAL " > 


as, |. y — z|"? 


十 | ee La (dz) dy] 
PET 2 


s, |y— z|? 


将 (1. 13) 式 代 人 ,引信 极 坐标 , 作 积分 变换 后 ,得 
— 1 = |? fee 
Poa, > 1) = (2zt)* [| ect dy 
- lol? yee 
十 i y 


ay] 
G 


= Camry? [f aeda + rt [ ae- mda | 
9 F 


stevie 


(2. 1) 


r 


* RARER PERG. K. L. Chung 救援 告诉 作者 ,此 定理 也 被 R.K. 
Getoor HR A By BAC). 
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n—32 " 
十 Pee, (2. 2) 


EPG = arr frh A . 故 
LPs, > t) 一 — - poe fae 
s/25- 1 
2 r| 2 1j 
由 此 即 得 42. 155X. 
简写 v=... 


定理 2.2 对 n{ 半 3) 维 布朗 运动 , 当 且 内 当 m1 时 m 
58 E,Q7)« oo, IW E. 
EQ") = r"/in — 4n — 8-1 — 2m — 2) 


(n > 4). (2.3) 
证 ”由 (2.1) 式 ,得 
g—t m 
ESO") = 一 一 一 -一 | s-e Uds 
gem-ip E _ 1) t 


im Fy 

=- detente, 
m noo ò 
rr —1| 


BADGE AMS m 183 EAr 5 m 1). 
利用 等 式 


和 和 二 
即 得 (2. 3) x. a 
为 了 强调 空间 的 维 数 *, 记 7 为 "60.12 5. 的 首 中 时 了 ,为 


T (1) ,id n AASE n SERE S, 中 的 停留 时 间 为 ， 
Jon) = [x aoa. 
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AHUBxOO-—1.xc.A SERI O. 
2.1 
五 [了 Ca] = EJ[JR + 2)] 


z 
= E[YG + 4)] — — (n ze 1). (2.4) 
证 
ELI] = Bef | x, exor] 


1^. 1 -ylz 
f aas 7 dydt 


- THEN NE 
B Kf Iyl"* — K Pon/2) jade “yn — 2° 


aX 
E.[JG + 2)]= 5. 
在 文献 [4] 中 已 证 明 ; “车 XQD = 0, B] Tin) & JO + 2) 同 分 
Ai” «Be 
E[Tin] =", 
最 后 ,由 (2. 3 式 得 
| EY 十 4)] = Z, 3 
-E fi AS 36 e B] : 维 数 越 高 , 删 布 翩 运动 粒子 越 迅速 离开 球 S,, 
其 加 速 程 度 可 由 (2, 4) 式 想象 . 


17. 3 BARR 


DER n 维 布 朗 运动 ,7: 一 7,,. 定义 
M, = max |X,|, 
M, fé fc RGB FK IU] OS, 前 布朗 运动 粒子 所 走 的 极 大 游程 , 即 与 原点 
的 最 大 距离 、 以 下 需 指 明 球 的 半径 , 故 记 7Y: = Y, = Yao T, = 
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T. ,它们 分 别 是 35, ZRB A PE. 
定理 3.1 对 ,| 工 | x 三 7 有 


0. 
lazr; 
POM, < a) = a Mas (3.1) 
1= [5] » 810a 0r. 
证 *tHha>sr. 利用 (1.137 AG 
P (M, Z6 a) = PAT, < Y, < cc) 


= | PXT) € dopo <7, < 20) 
= f PXT.) € db, 35) 
LEN E 


rr 
=| PXT) e an £.| 


r UL PAXO, € db) = EB 


故 
PCM, > a) = limP, GM, 28 a +e) 
T Qn-2 "rv n-z 
im| —— [去 , 


BI C3. D 式 中 第 二 结论 . 
BREa-r. 由 对 .之 定义 ,显然 有 P.M, <a) — 0. 最 后 设 
a—r. 由 已 诈 明 的 二 个 结果 得 
P.GM, =r} = limP, (Ç — e<tiM<rt+e) 


= lim[P.(M, < mr 下 €) — PCM, <r — e] 
-dim[r- (23 JO -0]-o. 


PAM, Sr) = limP. OM, <r — €) + P.M, =r) = 0, 
P 
由 (3. DRIA PLM, <a) RRM T. r| <r. CARE 
F: 
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(a) » aar. (3.2) 
BOCA E lo — Drak, Madr. ' 
Em REH: 


E, MT) = (n — 2yr- araida 


foo 


, Wm >n lal xr 
—-4 45 (3.3) 
i 一 zr" i m «n — 2.|x| xr. 
今 引 入 二 个 特征 数 
C, = max CE m cm 0, ESTO < o0), (3. 4) 
Cy = max (E m > 0, E (MT) Z co). (3. 5) 


由 (2. DRG 3) 式 ,可见 它们 依赖 于 空间 的 维 数 ,但 不 依赖 于 
球 的 半径 xr 半 0; 还 有 下 表 


这 表示 ;路 一 1 与 24 Hio Biz sh. RRA C —4& 72. HUS 
同 的 Cus apy 2&—4 与 26—3. 因此 ,各 维 布朗 运动 有 各 自 的 
(Cr, Cu). 

BG. DRE M, 的 数学 期 望 与 方差 为 : 当 |x | 所 rr 时 ， 


_ 一 2 =— "Z? a 
E.M, >) 一 n— 3 ry DM.) (n _ 25% (n — 4) ra 
(3. 65 
引进 M. 的 修正 化 变量 N.. 
N, = = >, (3.7) 
DM. 
N, ARB n. 
定理 3.2 Cá xri xri. 
D, Mazo, 
imP (N. Z = (3.8) 
Im CN, Sa) (人 
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PCN, > a) = P, 


r — 


hes evi | 


Z trx r 时 , 亦 即 当 aa 所 0 时 ,有 
PLN, Ta) 一 " "nove" Sit. 当 a 盖 0 时 , 仍 由 定 


理 3. 1， 
8-2 
PN, > a) 一 wth sé +r] 


n— 3 4 
天 一 人 a n —2 
-fl 二 3 EE he memi] 
— e" Gi 00). 
[| 
17.4 BARAK 
定义 首 达 极 大 M, 的 时 间 为 a: 
e, = min(| X.| = Mt SY, (4.1) 
[n] £z, Y. = Y, oT. = Ta 文献 [4] 中 已 证 明 ， 
PAT, > D = Deexp| — iz] , (4. 2) 


imi 


n 


其 中 gu 是 Bessel eg S ZOI 一 本 一 1] 的 正 零点 ,又 
Ee = qui i/27 (o T 1M GG. 
定理 4.1 
1 


Pala, o D = (nm Den SE oe Wide. (4, 3) 
iml r 
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证 ”关键 在 于 把 a BRA PRR 2 Su 的 时 间 , 即 a; = 
Ts. 于 是 由 此 及 (3. 2) 式 得 
PG, > = PIS >E) 
- [r.c > DP, € da) 
Go 2yr"? 


- MED D da, (4. 4) 
再 以 (4.2) 式 代 入 , 即 得 (4. 3). [| 
_ B—À a 
X 4.1 E, 一 —4 (n 2» 4). 


证 ”利用 (4.4) 式 ,有 
Ea. 一 F Pya, m f)dz 


pe EM 
=f [| PT, Dd | aa, 


但 由 (2. 42 X, 
t a 
[P PAT. ode = ET» = ©, 
FRR A Lok BERE 
| (n— 209 ttm da | n—23 , 
Ea = n eo n(n — 4) = DU E 
于 是 对 局 一 na ,同一 半径 >, 得 
E _ 7 _ (a— 2 r? 
ET. =z Bod = Ew n(n-—4) SES, = T 


(QI, Jg ERR S, 中 的 停留 时 间 ), 其 中 EQUI Esa, 不 是 直观 上 明显 
的 . 


参考 文献 


[1] Chung K L. Ann. Inst. Fourier, Grenoble,1973,23(3):313~—322 

[2] Port S C. , Stone C J. Proceeding of the sixth Berkeley Symposium on 
Mathematical Statistics and probability ,1972,3;143-—- 176 

[3] 了 RekrH E. B. MapkosckHe npotiecen, Mecapa; P DV. naga. PHIMAT- JinTep. 


+ 288* 


[4] 


[5] 
[6 


1963.《 英 译本 见 第 4 a AY CARLES) 

Ciesielski Z. , Taylar S J. Trans. Amer. Math. Soc. . 1962, 103: 434 — 
450 

王 梓 坤 , 5LEG818 1980.25 (821383 

Getoor R K. The Annals of Probability ,1979,7(5):884~ 867 


* 289* 


#188 布朗 运动 首 中 与 
未 离 的 联合 分 布 


18.1 首 中 时 、 首 中 点 、 末 离 时 与 末 离 点 


B Xs (xt, w), 120) 为 定义 在 概率 空间 OO, 0. P) 上 
RF 4 C3) 维 欧 氏 空 间 R 中 的 标准 布朗 运动 ，. 他 为 六 中 
Borel a-t. X 的 转移 概率 密度 为 

Dary) = Qut) expl |z — y|*/20; 


转移 算 子 半 群 为 {T,,t 0T GO = | pEr ydy S 为 有 


界 和 可 测 函数 ,| - f Green BUNC Gu») = NET 
相对 紧 集 B CC R^ 的 平衡 测度 记 为 rs- 
对 BE， 定义 下 关于 BB 的 首 中 时 与 未 离 时 分 别 为 
hs = inf(t > 0,2, € B), ly = supt > 0,2, € B), 
HP z, = ax0,92,3t-£95g 3 8& OS By inf (2D. = osup e = 0. > 
B= RNB. $ es = hy Bái. dn dp > OF a zm 
has Mig ep HRV & > O rg +e) C Bly te pes. 
B i e rA RAAB AaB che) ee) clea). 由 
FdS3.X AAR. E 
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Pcim [z,| —o00)—1,.Vxc€RK., (1.1) 
HUBER, WY cB. Pras. B eascoo, (770. 
关于 Gar 0400 4d fa ARE — 3]. XF Gs x G4 
的 研究 见 文献 [1,3,4 一 6j, 对 流 型 上 布朗 运动 的 首 出 概率 见 文 献 
C7]. BRA EE Aerie) fe es) 四 者 的 联合 分 布 及 极 
限 分 布 ,在 一 些 情况 下 可 求 出 数学 表达 式 ; 特别 ， Wr. 0. Rb 
OBA roo 的 球 B. 的 球面 5, 的 首 中 点 与 末 离 点 的 分 布 是 
球面 对 称 的 ， 其 联合 密度 与 条 件 密 度 有 相同 的 表达 式 ， 当 4 一 ~ 
时 ，、 我 们 会 看 到 无 穷 维 空间 中 一 种 新 的 函数 《类似 但 非 Dirac BR 
X. 
WB DC. H Poar A) 表示 口上 的 (次 ) 转移 概率 , 即 
Pypltsx,A)t = P lep > ir, € A) 
= Pr, € Da 人 Titre 4). C D. 


x X € D 时 , 它 等 于 0. X i TPJ): = | Pozan fen. 


18.2 联合 分 布 


国定 BOS, KIRN. KEBAS hs HASS. dg 
H(z,C) = Path) € C), 
E(z,C)- P,(x(e) € ©, 
Liz, ©) = P, 7 Ox) € C). 
roo) EM RAED € C) — (AS, rh) € CON et 
如 此 . 
定理 2.1 ELEZ, V r€R', £50, £50. 有 
P. > sah) € A, L— A29 t6, z) € C) 


- [ Pee Der) E OP A> sch) Edy) (Q.D 
- f TLO <TH (x. dy). (2.2) 
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证 US, Rae ho UM. oS X 的 推移 算 子 ， 由 
RAKE, (2.1) 式 之 左 方 等 于 
PO > 5, alh) € A, 84 >t, 20) € C) 


P. = ts rtd) c C |. F YP, (de) 


hls. rCÀ E Al 


| PauU >t, eG) E C)P, (da) 


(hme. rib? A) 
A 


P d 1, x) € C)P,Q > s, c(h) € dy). 
然而 
Put xD EEC) 一 [ptis LG. CH 
= TL(y,C), (2. 3) 
PA 29 sr) € G) = PG, € Bu Ksh) EG) 


= | Path) € CLE JP, (Go) 
(aE Bass) | 

一 | Pc (Ch) € G)P dae) 
(LE Bua) 


= [ Pe € G)P.G, € Biu < s,r(5) € dz) 


- [peo (s,x,dz) = TÉ H (2,0), (2.4) 
V4 (2.322. 40 RRA. D 式 即 得 (2.2) 3S. i] x € BYR 
Ah EO.2) 式 皆 为 0 而 定理 自动 成 立 , ü 
由 于 es = Ay, MM dg > 0 Bla ZR es MA 
定理 2.1 WBE HH, eeu i—ly, V x€ R^, 5>0, £0, 
有 
Poems, tl) C Ad — et, x(D EC) 


- f P,a > ta) € OPe> s, re) Edy) (2.5) 


= f T,LGaO) + TEEG dy). (2. 6) 
A 


注 2.1 上 述 证 明 中 未 用 到 布衣 运动 的 特性 ， 故 上 二 定理 对 
相当 一 般 的 连续 强 马 尔 可 去 过 程 也 成 立 . 
+ 2936 


BBC 为 有 界 非 空 开 集 . ME slo, P, (ems, 7, Edy) X 
F Lebesgue 测度 有 密度 为 Pry), 而 且 
Pax. y) = Depay) (2. 7) 


其 中 名 (zx)(x EDILA 11 23 在 马上 对 应 于 特征 值 的 


特征 函数 ;(2.7) 式 中 级 数 绝 对 收 敏 ,在 召 x 8B 上 一 致 收 雍 (文献 
(3.D ,这 使 以 下 极限 交换 为 合理 . 
简 记 
Tityy,2) = [ pcs ze. 


定理 2.2 设 B 为 有 界 非 空 开 集 , V CB. 00, 0708 
Ple ws, tle) E Al— et, r EC) 


= Xevec| [ LJ PDE Wsdy dT G yas de). 
(2. 8) 


证 P e> sale) € A) = | EGLAYPíGndo 
= | Ec. Seg (ade, ode 
B H 
= Mewar] gE Adv. (2.9) 


其 次 ,由 文献 [1] 有 
PG > 1,20) € C) 


= [otv p.a > 0,22) € C)dz 

一 [pcs [ gt aos haod 

一 [pass [ [pue adu Hatdaddz 
= [ fee + u, ya dupe, (da) 


= | TG y aus (da). (2. 105 


V1 C2. 95, (2. 10) 3E A C2. 5) 式 即 得 (2. 式 ， | 
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id 
RG) = any 2 
定理 2.3 HARE B € BRS 有 ,有 
RG)RG)P.GQ > s, € A, I— ho t x02 € C) 
— Hy C AJ ES CCOH P, CA = 00), ( — 00,5 — oo). (2. 11) 
— ng Aug QC, (|x| 一 o9). (2.12) 
证 ”由 定理 2.1,(2.11) SR ZEE Xy 


| ROPU > 1,30) € CORG)P, Ch > s z0)0 € dy), 
A 


一 1 | pua. 


(2.13) 
ERR 4 于 ,关于 yy 一致 地 及 
lim RG)P,Q > tz) € C) = palC), 
JA ifi 34 t — oo AY. (2.13) UR pae CCORGSD PO > sr (5) € 
A). §4 s— 0 X ERST 
POR, = co)ug CA) i CC). 
Bor aA eR B, DB, 4 |r] > n A 


r d-2 
1—|— = P(ths = 0) x; P, = co), 
于 是 lim PG, 一 co) = 1, (2.12) 式 得 证 . a 
18.3 球面 情形 


当 BARB. 或 球面 5S. 时 ,可 得 到 一 些 有 趣 的 结果 . S, 的 首 
中 时 与 末 离 时 分 别 记 为 及 与, B, 的 首 出 时 记 为 e,. iu S. 上 的 均 
身分 布 为 U,， 由 文献 [4] 
H.y, D) = P,GO € D) 
一 f CE Ln lude), (3.1) 
L.y, D) = P,U,2» 0, x) € D) 
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B 
=| > U.(dz), (3.2) 
i} 
TL Gy. pi = Pd. >t, a) € D) 


= Coat) *^ [exp| Bx f, 


B. 及 S, 上 的 平衡 测度 相同 为 
pde) = bets dde /r| S — 3). (3.4) 


r 


‘gee 
| U(dz)de, 


u — z 


(3. 32 


简 记 


+ 


Kid rji = gatere | 5 d —1 


r|" 


|v 


SEP e, H AEIR B, EOL ne FEAL A. 的 特征 蓝 数 . 4 ro € B. 
时 ,hh, = eR e Wat EUD HERE H, w, D)o € B. A 
(G. 0, C83. 4) 3X CA C2. 80 式 , 得 
定理 3.1 2B AFR WYE B5 > 0.£220.A CS, 
CCS, 
Ph, > ss, 2th.) € A. d, — h, >t, zc) 


Piyar): =}, qiu) 


— z 
edu, 


= K(d,r) Vea] ,| e „Dr OT sy z2U daU, (dz), 


(3.4) 
记 
Q(d,r,s): = >) Evexp(— qis/27), 
im] 
其 中 gs 是 Bessel MB LOUS T 一 D 的 正 零点 ,又 
êg = qa JPTT A Feyi Rado 
fg P, Fsh 5 rho rho TES, LANDA UL: MOR 
(21, P, (h, > 5) = Qd rs). Bici CO. D RB 
$* 3.1 
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Pith, > sr € Asl, — hp > Gar) € C) 
= Qu rss T, L(y, OU, (dy). (3.5) 
A 


由 强 马 尔 可 志 性 及 (3.1),(3.2) 式 , 容 易 证 明 
定理 3.2 Vere BLACS,,CCS,,# 
P (riho € A, xr cC) 


一 [Pew € C)P,GG, € dy) 


ff Ln Hel EE eau 
= NI yay ipm», de). (3. 6) 
系 3.2 


Polri) € A,r) € C) 
r 


_ f | | vd)U, de) 
Ago] Yo X 
= PAGO € Corl.) € A). 
由 系 3.2 Ab, YE P, FrGO 2x) 在 分 布 意 兴 下 是 球面 对 
称 的 , 即 : 自 0 出 发 的 布朗 运 动 , 美 于 9， 在 4 首 中 ,从 性 末 离 ”与 
“ECAP DAKAR’ BARRE. BS ch) 与 了 (的 联合 


分 布 关于 UX U, 有 联合 审 度 为 
fo = |- 二 do (y € Se € S). (3. 7) 


ARA x(,) — y € S, AEH RFU, BO ZR UE aD s HE 
FiG H0 利用 已 知 结果 


I, 


r 


d4—2 
U (dz) = P,(h, « oc) 


y—z 
afi. Abse 
ir/y [7.8 |y| 2n 
得 
r d4—3 r d-2 
fi(z |y) = P IT. Lu Ue 
r d-2 
= | r (2 € 5,). (3.8) 
Y z 


由 对 称 性 , 当 z(hr) = z € S, AE r) XE T U, 的 条 件 分 布 密 
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度 为 


r 


(y € S). (3. 9) 


Fitylz) = F 


—zE 


r 


于 是 我 们 看 到 去 的 四 种 概率 意义 ,分 别 见 (3. 2)、(3.7)、 
3.9.3.0 RAR y,z 在 各 种 情况 下 起 着 不 同 的 作用 . 

现在 来 看 , 当空 间 维 数 4 一 oo 时 会 出 现 什么 新 情况 . 为 了 强调 
4g， 在 各 记号 中 标明 4d， 如 写 S. 为 Si。 改写 (3.7) AA 


4-2 


r 


Fay.) = Fee Cy € Siz EE SD. {3.7) 
EO E.M a BAR. |y — z| er Sly. 2) HUBS 
co, X dE Hj c (A x (0 TES? VA AR BESEOK E SET L| y — 21 
zc m rl faCy.z 单 减 到 0, 从 而 [eh 一 TU) | > 的 概率 
越 来 越 小 .于 是 引导 出 下 列 极限 晒 数 ， 
oo, M|y-—zl<aor; 
row =f àbly—zi-—r: 
0, Mly—zi>,r. 
Hep FG, BELES? x SD LARR” m S 是 无 穷 维 空间 
i 中 的 球面 ,半径 为 r: 
Lc {yy = Oojo) yl = Biyi <}, 


i 


S? = fy. ye fs |y| =r}, 
F(y.2) 是 一 类 新 的 “函数 ”， 它 类 似 于 但 不 是 ) Dirac HR, 也 
许 它 会 引起 人 们 的 兴趣 . 
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第 1€ s ”对称 稳定 过 程 与 
布朗 运动 的 随机 波 


19.1 随机 首 波 与 随机 末 波 


在 文献 [1] 中 已 经 研究 过 布朗 运动 的 一 种 特殊 的 随机 波 , 不 
过 那里 没有 提出 随机 波 的 一 般 概念 . 对 连续 强 马 氏 过 程 ， 跑 机 
( 首 ) 波 的 概念 是 由 Dynkin 5 Vanderbei 提出 来 的 ,并 应 用 于 联系 
密 个 马 氏 过 程 的 调和 函数 的 研究 中 ,他 们 的 论文 当时 尚 待 发 表 . 本 
篇 将 随机 波 的 概念 扩展 到 右 连 续 强 马 氏 过 程 上 ; 除 首 波 外 ， 并 定 
义 了 随机 末 波 ， 以 使 随机 波 的 概念 更 为 完整 ， 此外， 还 对 两 类 过 
程 ， 即 对 称 稳定 过 程 与 布朗 运动 ， 求 出 了 首 波 与 末 波 的 分 布 以 及 
此 二 波 到 达 时 差 的 分 布 。 如 所 周知 ， 可 分 对 称 稳定 这 程 的 轨道 是 
右 连 续 的 ， 且 有 在 极限 . 
HX = (nOD. SO} WHER BSR RT d ER 
FE By $8 2s [a] CR? , 587) , BH R" 中 Borel o- 代数 . V E exo SO) 
为 严格 增加 的 连续 函数 ,8(0) = 0. 对 任意 7 实 0, 定 义 
Afw) = inf( > 0,6 zm) |) — eC xs (o D > r), 
CI. D) 
RERA EIJE inf(Z = co. fee € (AF « o9) EK 
W/ir.o) = rh? ,ww), (1.25 
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FR EW (Cr,w) ,rr zm 0) 为 X 的 随机 首 波 . 
BO. 式 得 
Af(w) = infG > 0,|2,| > Clos | n2. (1.3) 
其 中 
Plan). = g'i lri tr |x. 
Qi AP BT BOSE Boo CO) 的 首 出 时 间 , 此 集 是 R 中 以 O 为 中 
EL OC ach er) 为 半径 的 闭 球 . 这 一 事实 可 简化 以 后 的 几 处 证 
HI : 先 证 某 结论 对 以 > 为 半径 的 球 ( 或 球面 ER CI n 12 代 
F r BME MLL CI 1.00 为 半径 的 球 (或 球面 ) 也 正确 . 
由 于 针 右 连续 ,可 见 在 r EREE W rw) 集中 在 (yw: |y| 
> gyi rdr E. 
特别 ,如 p = s M gelar |n) = [ral +r. 
Se — BX BU A ERR. Bt oE 
iw) = supt > O, [x | gilr E r3. (1.4) 
ix RWG Ase sup) = 0. al al ff Dg ROB JE BR Boss CO) 的 时 
(J. YE (0.4? > 0) 上 ,定义 
W'(r,o) = xU? — ,w), (1. 5) 
BARW Cr aD rn > 01 29 X RURBRELSK QE. YE r Ak RE Wore) 
集中 在 
(33 Sgr n» 
E- 
FH dn X 的 轨道 连续 , 则 W ra) 53 Wero) Bp ERR 
E o lyl = 1x7) E. 当 > 上 升 时 ,此 球 的 半径 增 大 ,从 而 
多 ”与 凤 向 外 扩展 而 旦 省 形 , 但 在 球面 上 的 位 置 则 是 随机 的 , 故 可 
形象 地 称 它们 为 随机 波 . 
CBE CO. D 式 , 也 可 考虑 
hle) = infa > ope lr, — aD > r9. 
等 等 ,但 本 篇 不 深究 . 
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19.2 对 称 稳 定 过 程 的 随机 波 


KX AR 中 对 称 稳定 过 程 ， HA a. ac; AIX 为 
RATE LERDE, E x,+, 一 x 的 特征 函数 为 : 
Eexpli£Gr,, — x] = expC— t| j’), (2.1) 
$ € KR’, 它 是 马 氏 过 程 ,转移 概率 密度 plc) 有 界 .连续 ,而 且 
只 依赖 于 :与 y — Bp 
parey) = pG.y — z), 
X pu) 由 下 式 唯一 决定 
een = f epe odr, 
取 反 Fourier 变换 ,得 
pzy) 


1 [e gy ly — x MDAB. 


T Qa ly — a| a 


(2. 2) 
这 里 Co) SB ERA vA Bessel eR f (MER [2 p. 
Rw REA. AAR. MARRS. 
由 《2. D AR. X ARATE: BO, 则 CrGtD rz 
O} 也 是 指标 为 的 对 称 稳 定 过 程 ,而 且 对 任意 Borel f& BCRA 
P0) € B) = Pa| Exo € B]. (2.3) 
以 下 假设 d> a; 这 等 价 于 设 过 程 六 是 暂 留 的 CTransient). 
rB = zx € Bor > OM AS Rar BRA PA, BD 
hig) = inf(t > 0.2,(w) € rB), (2.4) 
fe "五 的 首 中 点 Ou) 的 分 布 记 为 : 
H,gCr,dy) = Piri) € dy). 
记 hs=hps Ha Ha. 
引 理 2.1 B Hrid) XF d H Lebesgue 测度 ,有 密度 为 
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fly M Has Cr d y) dif 9E RE. fo) MATRA 
DIEM 
FoG.y) =f TT [7^ (2.5) 
证 ”由 比例 不 变性 ,有 
dg © = infCt > 0,201 /r € B) 
= inf(t > 0.,r(C81) € rB) = har, 

P(rtha) € rA) = Phim, fr © AD 

= PIirG,)tc A). 


Rx x/r.d8 
Prha) € rA) = PG) € A) 
_ jr jx ydy 
= | Apele | ASS ' 
5E B IRE ia: 


fa(w) = sup(t > O,x, (o0 € B), 
AIR xr. 一 ) 之 分 布 记 为 
Lstrsdy): = Ps > 0,x a —) € dy). 
jd X p Riesz BRA g CO Bl 
gi = [peod = ef Melt, (2.6) 
a 


d 一 将 
2 


a 


c 一 r| fewer 7 


. (2. 7) 


id 
gry) = gy — 22. 
下 面 引 理 表示 :通过 首 中 点 分 布 可 以 求 出 末 遇 点 分 布 . 此 事实 
对 32( 关 3) 维 布朗 运动 也 成 立 01. 
9|: 2.2. Wb X X R^ rPXEEE BOE REB da. X. BEB 为 
TROP ESSE. 则 对 一 切 x EWE SS RCER MPA 


E 20 ylz,dy) 
LaCGr.dy) = g(x,y) lim. eG) (2.8) 
证 ”以 idy) 表示 B 的 平衡 测度 ,由 文献 [3,4j npn ,在 弱 


HAALT: A. 
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另 方面 ,由 文献 L5j 
LgGr,dy) 
gir y) 
综合 二 式 即 得 (2. 85 3X. | 
定理 2.1 设 XX 为 对 称 稳 定 过 程 ,a > a; 则 从 任意 点 x © OR 
出 发 , 随 视 首 波 与 末 波 的 分 布 分 别 为 : 
PAW! ow) € A) 
E af [CE] zr) — fae |? dy 
“Ja, Cleator) 一 Lyl*I"?]x — yi^" 


= Had y. 


(2.9) 


PW o,a) € A) 

E af dy 

Sela arlo y A a = 
其 中 -> Oe, =F |2 sin ze me, y 

A = AT) Cy: ly! ze pdr ri); 

A, = AN Cydy| s eGar|.7. 

WE AS RKB Ar POO MR: 最 后 结果 只 须 以 

gr) tE r B.S 

AL? = infi > 0.[2,| > 7),A = inf > p, Jed <r), 


(2.10) 


pu | 

HiP (zdy) = Pc) Edy) 集中 在 1y| mr 
HP9?(x,dy)-P,G(OP?»)c€dy) 集中 在 |y| rz t. 

Wir = 1. URE Rd r a AIT = AP 等 等 . 文献 [6] BEE: 
la} « 1, XT d HE Lebesgue WE, HO” Go dy) 有 密度 为 ; 


é2l1 — jal? {? 


o» — . 

h G3) = yp y’ lvl El; 
如 iri > 1.W] H?^Cr.dy) 有 密度 为 : 

o Lo elje” 

ET hi Us 
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注意 上 二 式 虽然 表达 式 相同 ,但 定义 域 不 同 . 
由 引 理 2.1; 如 |x| <r, 则 五 和 (rdy) 有 密度 为 ， 


hz = HOS jr 


clr? — jr” 
| 二 ly? liz — yl [yl ser; (2. 112 
如 e| >r W HP dy 有 密度 为 : 
. ^. r? — 2 laff 
Ay (xray) 一 |r Fi s yl | yt zr. (3. 12) 


在 (2.11) 式 中 以 gzlsr) Br BEC. 9) R. 
下 面 证 《2. 100 s. RO 8) 式 中 的 B= B = Gy; |y| <r) 
Has zidy)  h?G.y)dy 


giz) giz) 
| 天 一 y. (2.13) 
4 WE TE WI E 59 COUR SLT A 
. Hs (z,dy) ody 
um gi “ale [yl (2.14) 


Stik. Oa 2,79 
| dy ggi fr si lds < 
a, ir — ix? rd o G3? — tyr? ee, 


(2.15) 

设 f(y) 为 吾 上 有 界 连续 函数 .sup | OD] < M, W 

f Hg dyf y) -f caf (ydy 
E, giz) a, eid — lall 
LN 
IxI&r-à giz) en — dyl” 
Hs zdy) edy 

+ MM giz) + MM C, |r? UT | y i? mi , 


MT EB £70. C2. 152.2. 132 TY le 1 充分 大 时 ,可 取 5 > 
0, ER — RSS BU ALF 6 /3M. gai il OE B.C iz | 一 
co 时 ,第 一 积分 趋 于 0.862.140 式 成 立 . 
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回忆 gCr. y) — ec/ly — x|^ 7. 881882. 2 & C2. 140 式 , 得 证 
对 一 切 che Gd) 有 密度 为 : 
ia G3) = er — [xP ly ala Cyl x n 
(2. 16) 
LA oC lated RCL. 16) 式 中 的 = 即 得 证 (2. 100 式 . P 
B OOGD.V rje] xr. 
Plath.) € Ario c C) 


= | Pad) € OP (ath) € dy) 


- HI are 
alle |r? — |x|*I*|z — yl? * 


Cale? — |x|? 


= dy,C CB. „A= RIR, 
r jy e — y (BD 


今 求 首 波 与 末 波 的 时 关头 一 下 的 分 布 .以 和 (zy iB (O2. 90 X 
FE BS ACER eR SC. BD 
€; |? CEx |. 一 |x|? |? 


hlr, y) = $ z . 
Id CIx| no — [yl lla y] 
XA e. GO 表示 从 = 出 发 , 永 不 到 达 球 (zl <r 内 的 概率 , 则 由 文 
m6], 


ez) = P, (hi? = co) 


ESI wend 
ai des liz zr 
0 » 如 |z| <r, 
(2.17) 
e, 一 rasa fr] shi? = 5j. 
而 1 一 etz)y 一 Ph coe |> 


定理 2.2 o —Uibx 
PG? —Af < ty) 


+ WL Prob. R. Fields, 1987, 7603) + 257 ~ 290. 
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一 | "m | suus PO o mesas dedy. 


(2.18) 
证 MAER B, = Cyl DL ic Hoo BD = 
sup( > 0, |x, | « 7» , Bl] 
P, — AY xDD = POL VL SOD 


=| PG € dP, m o. (2.19) 
其 中 上 为 X 的 推移 算 子 . 由 于 在 le} <r bee fz) = 0, 故 
Pit, St) -L pit, yiz de, Czddz 


=Í BG y xe, cdz. (2. 200 
Iz| zen 


代入 (2.19) 35,18 
P, — AO <b 


= | PG) € dy>| pity ze, (z)dz, (2.21) 
ly =r TET 
DAC. 11) SRA Hr A CI n L0 BOR CIL 18) 式 . I 


19.3 高 维 布朗 运动 的 随机 波 


今 研 究 dS 3) 维 布朗 运动 的 随机 波 , US, 表示 R^ 中 半径 为 
a 六 0. 中 心 在 口 的 球面 ;S$。 上 的 均 久 分布 记 为 Udy). 
定理 3.1 HEX WS 3) 维 布 朗 运 动 , 则 对 任意 z+ E RA 
€ S Var 0, 有 
PW r,a) € A) 
dC rz Ed lU, 


T G3, 
A [xz — yl? 


(3.1) 


可 一 
PIG.) € A) 一 Ux Upo (dy), 


[x — y 
(3.2) 
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Pid — APS) 
-| dE 
La! cb he un 


[x — yif 

| seg at PU SY 2ean (z)dzU i. (da, (3.3) 
其 中 

Zt 1 | 1g — yl 

Piy) = (one esp| 3i | : 

r 村 一 2 
- l m un ,| 之 | zr, 
ex = = (3. 42 
a0) , [x | «Lr. 


由 于 证 明 与 上 二 定理 之 证 骨 类 似 , 故 只 简 述 如 下 . 在 文献 [1] 
中 已 知 :球面 S$, 的 首 中 点 分 布 与 末 遇 点 分 布 分 别 为 :下拉 一 
Plys al “Udy VAR r* *|x — y|* Udy) EP r 2 Si 
tm. EL oC x ho RE e BEAR CS. 19.03. 22 XX. 

uf A, Od (Se 30 维 布朗 运动 ,从 x 出 发 , 永 不 中 人 S, 的 概率 
由 (3. 4) 式 中 的 2.(z) 给 出 .然后 仿 定理 2.2 之 证 , 即 得 (3.3) 式 . 附 
带 指 出 ;如 在 (2.17) RRR a = 2.6 GO BRIE ee, GO. 


32 ed > ni 一 1 > mm WERK MMe, 
E.G — hry”] 
« [29€ |x| ,rd — 4)(d — 6) (4 — 2m — 2). 
(3. 5) 
证 以 工 为 中 心 . 以 > 为 半径 的 球面 及 闭 球 分 别 记 为 5.00 
RE (2). 先 考虑 3.(00) 的 首 中 时 ,与 未 遇 时 4.. 在 定理 3.2 的 条 件 
下 ,已 知 文献 [1]* 
ET = r'"/(d — 4)(d — 6) (d — 2m — 2). 
自 球 内 定点 x 出 发 ,如 球 半 径 增 大 , 则 未 遇 球 面 的 时 间 也 增 
K. R r € BO BRA B.GOO C B, GO B db x RKB 
S.CO) 的 时 间 , 不 超过 未 遇 S. 的 时 间 . 而 由 空间 的 齐 次 性 ,后 


+ WR 17 篇 定理 2.2- 一 - 编者 
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— APIS Er ERO HL SR IBI 000 之 时 间 2, Jal a. AAG 
ELG, — hO"] & EAS & EJ. 


= (2rY"/(d — 4)(d — 6) (d — 2m — 2). (3. 6? 
由 于 对 任 一 点 xz ERA x € By COKE ex]. RE 
《3.6) 式 右 方 中 的 > 后 即 得 (3.5) 式 . B 
参考 文献 
[1] Ehh. 中国 科 学 ,1980,(2):109 一 11? 
[2] Bochner S. „Chandrasekaran K C. Fourier Transforms. 1965. 
[3] Port S C. Ann. Math. Stat. ,1967,38:1021--1028 
[4] Port S C. ibid. ,1968,39:365—371 
[5] Chung K L. Ann. Inst. Fourier, 1975, 2503 et 42:131 138 
[6] Blumenthal R M..Getoor R K. ,Ray D B. Trans. Amer. Math. Soc. , 
1961.99:540--554 
[7] Bass R F. .Cranston M. Exit times for symmetric stable processes in 


R. Ann, Prob. 1983,11(3) :578— 588 
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scs 二 参数 


ORNSTEIN-UHLENBECK 过 程 


20.1 M OUP! 到 OUP! 


BW = (Wa) azo} HEM. > 0,02 ORTH 
WX, AS W oir BS BÉLULAE 3. 周知 下 列 随 机 微分 方程 ( 见 [1,3j) 


dX la) — — eX(a2da + edW (a), (1-1) 
X (0) = X, 

有 唯一 解 
XO) = e-*[X, + of e*dW (a). (1.2) 


Bk X = (X(t) tS 0} 为 ( 单 参数 ,一 维 )Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ， 
简写 为 OUP! 吉 OUP , 它 是 布朗 运动 粒子 的 速度 的 数学 模型 ,是 
齐 次 马尔 可 夫 过 程 , “如果 X。 是 常数 ,或 有 正 态 分 布 , 那 么 它 还 是 
EAE. 

近年 来 二 参数 蒜 的 理论 得 到 了 很 大 的 发 展 ( 见 [2]), 但 二 参数 
马尔 可 去 过 程 的 研究 很 少 .本 篇 研究 二 参数 OUP{ 记 为 OUP:)， 
之 所 以 要 研究 这 类 过 程 , 其 原因 不 仅 在 于 它们 本 身 的 意义 ,而 且 也 


* 此 处 ,删除 了 在 本 简 的 原始 论文 中 与 正文 无 关 的 一 多 话 ， 
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由 于 它们 可 以 作为 二 参数 马尔 可 夫 过 程 一 般 理论 的 一 个 很 好 的 前 
导 , 值得 注意 的 是 这 类 过 程 的 " 增 量 "不 相互 独立 ,这 是 与 二 参数 布 
朗 运动 不 同 之 处 . 

我 们 首先 给 出 OUP 的 合理 定义 ,然后 讨论 OUP, WER. 
重点 放 在 与 单 参数 情况 不 同 处 . 然后 讨论 OUP, 的 三 种 马尔 可 大 
TE. 通常 的 、 宽 过 去 的 及 强 号 尔 可 夫 性 ,此 什 , 还 讨论 单 参数 与 二 参 
数 间 的 联系 . 


20.2 定义 与 基本 性 质 


VEC, LP) 为 概率 空间 ,ww C O,R" 为 有 维 欧 几时 得 空间 ,Z 
= R00) R" p Lebesgue Wj 
BE L A 21 B9 Borel 可 调集 全 体 记 为 SW deos RY LA, 
它 是 定 文 在 SE EMS. PI. EARLS IK. E 

EWA) = 0, EWCAIWWCB) = ECAP) BD, (2. 15 
iB OE 表示 数学 期 望 . 今 对 每 Z € gEX 

WZ) = W[0,z,] X -… x [0,z, Ds 
HRW = (WZ) ZC R1 An S C Bie. 由 (2.1) 


EW(Z)=0, EWW (ZO = [tc Awd. (2.2) 
fH] 


HP a A b= minta,b). FBR WZ) H yes. 
WES. 维 向 量 ,0 = (a ,,a,),0 > 0,96 HR o> OF 
所 定义 的 过 程 革 二 (XOD.Z € RL} RA SBR 1 OUP, 


XZ) = e [xi 十 of endwa) | (2.3) 


其 中 aZ 二 Sa sa = Ñ aa X, 355 W 独立 的 随机 变数 ,积分 


An BRAS. 
设 Xo Ke d PHA ae n BR 1 8E OUP S 
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X"*(Z) = (X CZ) XZ}. 
JRER X = [XZ CRS An 参数 4 维 QUP, 简 记 为 
OUP, d = 1 BE. ffi Jg OQUP.. 
为 简单 计 , 本 篇 只 讨论 XR OUP, EIUS X = UXOD.Z 
€ Ri) ZARTE RIX’ LEZ = G.0 € R-,a- (p), 
a= (aD M sto Boa buo SRRRLKM FRAG X 一 
UX Gs ze Ot zm 01 2.3) 化 为 


XG.) =e "7?[X, + of | ew aw ca 1. (2.4) 
4 i= Gu. 20,120}, 


Is.) = f | emaw a,b). (2.5) 


m y 
显然 ,了 为 二 参数 正 态 过 程 . 记 s = max(s,,5,).8 = minG 5); 
Xia) = 1,4l a e [0,5].x,€a) = 0,3 a — s. Wij El(s.t) 一 0.X 
Eli, fI G5 47) 


- E[ [ [x cox, (ae PdW (a,b) 


x [Pa co, coe mara | 


= NI x.GOx Goe" 7 *dadb 


= | e?*da - feras 
a o 
— (efe, Psp — 1396Ce28 ^) — 1» /4aB. (2.6) 
特别 ,方差 
Di(s,t) = (e'* — 1) (e? — 1) /4aB. (2. 7) 
命题 2.1” 下 列 二 过 程 等 价 ( 即 有 相同 的 有 穷 维 分 布 )， 
i) X= LACS t) 95 = 0. zm op ER (2. 4) cE 
ii) X = {X (sr), 0,20}, Hp 


ei" 一 1 ^] 
2e * «OR 


Xis) = e^ Xa + eW 


* 在 本 简 的 原始 论文 中 有 uo.-mmub WE. 
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“一 1 esl 
2e ' 228 |' 
Wu] Y — (Y G.,2,.5220.222 0) 是正 态 过 程 EY (5,0 —0; X B (2. 22 
EY (3, 5 )Y Cs, 4) 
| [e —1 e — 1) [e^ —1 ey — ]| 
= (Sa A ge) 8 38 | 
= Els, GM t). 
KI SY AHR MAHER. Am XX. i 
iid ipEZ—i(ZGusmogmoO. 
ZG. 


= eU FX, to V — e — e 9)/43BWQ 1 
(2. 8) 


. ie 
HOS YG) = Wh 
| 


E X dile) i — d 48 XBR. 

idGv) < 6,0), Hla m sov St iptv) « GD, Macs, 
v«uLXIGQO € RL,2; jg o- (RRS, = e(X,,W (a,b), Ca 0) x 
G0). BRXG ORF, DMs MAM ew) «S Gu AY, CO 
S.C UM, 

HEE e EX 


1(Q) = [[e nw a,b). (2.9) 
Q 


命题 2.2 如 (uv) < G.D.BI 
X(s,t) = e "7 X Cav) 十 oe™ PICALL BU C. 
(2.10) 
其 中 三 矩形 
A = [0,4] X [v.t]. 
B = [u.s] X [x,t], 
C = [uss] x [0,v]. 
证 明 由 (2. 4002. SD 
XG,0 
—ePDX, + ollt] 
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一 ee ME (ec PUX. of (nv) | 
十 se "ICA BUCO! 
=e 8 ON Ceo) + ge" ICAU BU C). L| 
(2. 102 4E (2. 40 ZEIT EX ER ix Qu v) & GO 之 值 联 
E38 2.1 斑 是 马尔 可 去 过 程 , 即 它 其 有 通常 意义 下 的 马尔 
A RPE: XTEC OA GG s D EE H X Qu sv) BOE PER LX Gu 
5 c7 Sha. Ame c lX lab) (a,b) S uv) 独立 .这 


BY X (5.2) A RAE TG BE D 
PELU VITES) y) 
— goaG—uwi—[Bi—i z 
=| a8 zE), (2.11) 


部 正太 分布 NCe OF A) 的 密度 ,其 中 
H’ = Alena — e ™) 1 — ec? 7) 
doe nl eFC] — ec) 
+ aq — erm CE eco]. (2.12) 
dE (2.10), 24 X (lu, = z hf, 
X(,t) s eTe AY y p gec  PT(A U B UC). 
(2.13) 
XP E CREN o- RR 
FE) = 6 W(G):G CTC EG € Zi). (2.14) 
h MC Rat = [0,4] x [0,2], NC AU BU C, Mh C2. 15. 
EW CM)W(N) = 0. 
BERR W OM) WON) EA RR WOM) 58 W OND) 独立 ,由 此 知 
F(AUBUC) 5 GG WY. HEF, F UL V FR, 
m X d Wai. FA U BUCO 也 与 这 独立 .因为 1(4U 
BUQOAFAU BUC) 可 测 , 而 (2.13) 右 方 第 一 项 为 常数 ,于 
PUREE XQ = r HXi, O 与 名 ,独立 .注意 名 CF， 
知 此 时 XG.£2) 也 与 dbi. 
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注意 (2. 100 8 7j A E X sr. HH O2. 130 LX GO BIE AAP 


布 ， 
EX (3,2) = ev 1H Pony 
DX(s,t) = afe 77" DICA) + DICB) + DIC], 
(2. 15) 
而 
u 1 2 
DICA) = zf] f ent ma cub) 
一 [Jem Hedadé == (ef EN i)e" _ e?*) /4af, 
oJ 
同 理 


DIC(GB) = (e?* — e™) (e1 — oe) dap, 
DIC) = (e?* — ef"3(e9* — 13/4aB, 
FRAC. 150 即 得 (2, 125, (2. 112 E 
She.) 为 “现在 ”, 则 .多 xz 是 描述 “过 去 ”的 o- 代数 ,而 
一 
则 是 描述 "将 来 ”的 o- 代数 . 
R21 "hp X X6 — x NALS.) GF. 
由 此 知 “ 过 去 ”与 “将 来 ”关于 “现在 ”是 对 称 的 . X d a up 
性 也 可 仿 下 曾 (4. 5) 式 之 证 以 给 出 另 一 证 明 . 
称 (3. 1D PR ot = plow). x; G D. 93) 为 下 的 转 称 密度; 
它 是 非 时 齐 的 , 即 p RAF s — v5: v, i B RR u 5 v. 
Xm dé EEZ E RINR. MMAR S 一 u.c 一 v2, 也 依赖 
Ej v. 由 此 可 以 想象 一 般 的 多 参数 马尔 可 夫 过 程 在 此 意 交 下 大 都 
是 非 时 齐 的 .这 是 与 单 参数 情况 的 一 个 显著 区 别 ， 
虽然 如 此 ,OUP, 却 有 下 列 意 义 的 “时 齐 性 ” 回忆 (2. 45 ,并 对 
{E u Ov 0, MIX = {X,t} 1s 0.20); 
A’ (5,f) = e #8 X (u,v) 


mts lect 
eec | e ^dW (a,b), (2.16) 


注意 此 中 积分 区 域 为 窍 形 ,[mz +s) X [vv 十 如 ,其 位 置 相当 于 
* 316* 


上 图 中 的 号 ,而 与 矩形 R, 有 相同 面积 ,R, 是 (2.4) 中 的 积分 区 域 . 
AR Xue) = XQ = 2, WM Xs) 5 X7G,OCRABIRIBIATERBRT a, 
v 的 正 态 分 布 

Nie “i Da — e ?^)3(] — e=] 。 
实际 上 , 它 的 方差 就 是 (2. 12) 中 最 后 一 项 以 代替 * 一 & ,以 上 代替 
{一 以 后 所 得 到 的 . 其 实 还 可 证 明 区 与 XX“ 等 价 . 由 (2.11)、 
(2. 122 A; 


Wem e Bhp a ene. 


tI oe co Pp AF N[o S0 — e 之 密度 ; 


qaf 
scot + co BEP BF N] 0,05] 之 密度 . 


Xf OUP, * ,即使 取 N| 0. 5 DFE AHE sa A A T 
RRETH. 实际 上 ,对 5 m 0. OLX BÓBX RR 
EX(GQu V) XQ + so +24) = Ele "- "LX, 
+ el (uv) Je "t9? X, 4 alu + s,v 4- 02 ]1. 


BT Xo 5 10) 独立 ,X。 AN | 0,25) eR GL 6) 得 知 上 


式 等 于 
e seen PD EX? cosEIG vo -十 su + £01 
-一 EU u+) iwn] + (ef — 1} (et — 1>] 
2 
— 2e t-A (u > co.v — o0), (2, 173 


4af 
Hi C2. 110 xe n] BR d SE OUP X 之 转移 概率 密度 为 
PCC uv) ri Gay) 


d ly EN e o o P Sg? 


exp| 一 2H? tes (2. 18) 


1 
-[vm 


* fC Ree op E R OUP.” Sa. A OUP,” A iE. 
HIE AK. MERT. 
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Hepa € Ry € R |e oyl RAR PRR. 


20.3 OUP, 5 OUP, 的 关系 


EX = (Xs,0) 5 0 0) WAC. 4) 5E X. B8 OUP,. AE 
e > 0,993) X BS c- ROME XS = (X6s.0) 5S 0}, ERASR 
s BE. BW OUP? 

定理 3, 1 DX. SH FROUP, HEESE RIB X, 
分 别 为 


7 7 NET 
a —a, =g ive, X, = X(0,0, 


28 
ii) 反之 ,可 造 二 烈 相互 独立 的 OUP,: XK Gs Z2 OF), 


1 0i = 1,2. ,和 使 对 任 一 国定 的 (3s,t) E Ri RaC€ R.A 


[^ 


limP| e “名 Ko + SIX GYG «a 


non Ħ iml 
= P(X(s,t) x a), (3.1) 
REXO)=|YCO-OX SHBBEH CRs = 1. wis 
BwHS Hho 1. 
证 i) (2.10) 


X(s,c) = e-*X(0,c) + oe [Fema (a,b) ， 
ovo 


(3. 2) 
仍 由 (2.10) BR X(0,0 — e ^X, tg W für MM J Goo 独 
立 ; 这 里 
JG: = ecc | [ema a,b), 
J. — (Gc), 220) Ré iE SEE EJ Gc) = 1 HER C2. 6 
EJ (s, eM Gc) 


pi Asg) — 1 ek — 1 


2a 28 


ats) s — 2A, 


=e 
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OUP, Z = {X(s).s 260): 


1— ek 4 l 
XQ) =e “KOO + a al moe "| e"dW (a). 
28 " 


(3. 32 


A 


u 1 — p iB - a 
JG) = VN 38 e E dW (a), 


J = {J(s),s > 0} BEIXSIDERSEJGO = 0. MH 
EJ is J G,2] = ELJ G0 (s350) ], 
HJ. 5J EU. AG. 203. DAX 5 X Sf. 
注意 ,此 结论 也 可 利用 命题 2. 1 证 明 . 
ii) 
ZG,D- enw] [eoim casi, 
则 Xis) = eo FX, + oZ G,D. 取 二 列 相互 独立 的 标准 布朗 
iE 3h (V Ca) ya Ze OW.) ,5 > 0) ,利用 它们 作 二 列 相互 独立 的 
OUP, {X'€s),s E 0), (Y'G2.s 20), 


Xi) 一 | emdw. ca), (3.4) 
0 

Y) = [enawc). (3.5) 
[+] 

E 
EX'(s) EY G) = EX G)Y'() = 0, 
n | l—e7 T | l1—e-7* 
DXG)- 152", Do =i, 


DXGYY'G) = EUX F + ELY (CO F 
— — ĵo 号 一 2 内 
_i = .1 23 . (3. 6) 


SUYO ZARE AT 


Ro. 


由 中 心 极限 定理 + 
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Njo, tae .1— 877] gp x ouo 之 分 布 .利用 独立 性 ,得 证 
N| o, ja ^" 3B | > Ba sO . 立 性 ,得 证 


(3. 15. || 
20.4 宽 过 去 马尔 可 去 性 


由 于 对 “过 去 ”“ 现 在 "和 "将 来 "的 理解 不 同 , 可 以 有 地 种 蕊 尔 
可 去 性 . 最 简单 的 理解 如 定理 2.1 所 示 , 那 里 的 “现在 ”只 是 一 个 点 
Cox . 因 之 "现在 "所 含 的 信息 是 相当 少 的 , 它 愉 能 决定 窜 的 "将 
来 ”与 窗 的 "过 去 "的 条 件 独 立 性 . 如 果 
“将 来 "或 “过 去 ” 较 宽 ,那么 “现在 ?也 应 
该 较 宽 , 在 定理 2.1 中 ,将 来 "是 集 B= 
(sof); (eu) x Gu. “过 去 ”是 集成 
= ((a,b5)i Cab) SZ Gov). EFAS 
(Ca b) a Z u,b Ev) E C — CGr, bia 
Kud Du QJ DRE AR. SEMA 
去 马尔 可 夫 性 中 :, 则 把 天 :一 4UDUC 都 看 成 * 过 去 ", 而 把 天 m 
边界 aK 看 成 “现在”. 
对 Gru € RL, EMS Hho 代数 
Fir =0{ Xl), C K} —c(X(a.iD.asumbzvi, 
At: = alt X(2),2 c aK} 
= eiX(0,0) X lav) a =u; 
X(u, 63,6 2 v]. 
F=: =o X{z),z2 € B} 
= c(X(a,b),a >> usb > v). 
称 过 程 {(X(z),zE€ RO 具有 宽 过 去 马尔 可 5 
去 性 ,如 对 任 一 点 tu,v) € RY ER o € 
S0 = 
Plat |F i) 
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= Pa 157) Cals), (4. 1? 
下 面 会 证 明 :OUP, ARTA SRA REE. 
命题 4.1 Wee, = Gyr = (set Zy = suom = (51, 
52) 是 下边 平行 于 坐标 轴 的 矩形 BS DOA ME TE SE IK £X TE PR C 
LBS A 0 但 依 态 于 六) 使 
LEX C2) AX C2,) X G0. KE) BY = 0, (4. 2} 
ap Bp 
Xz.) Se Me UX Ca) + eer IN Cz) 
— eU Te Ne ae ge 8 ALC B), (4.3) 
其 中 CR) 由 (2.9) $E X. 
证 ”由 (2.10) 得 
XG,) — e UX ee + ee CICA) + ICI), 
X(GQ = eh XGj 十 ae TCAD, 


Birk 34 CA) 即 得 (4. 35. " 
改写 (4. 3) 为 
ol (B) = e": ":Xx,) — ert X Cz, ) 
一 ev): X (z,) + e^ ^5 X Cx). (4. 4) 


TEXT IIa SE X m BAD ME. 

定理 4.1 OUP, 有 宽 过 去 马尔 可 去 性 . 

证 “只 要 证 得 对 任 二 点 (uso) x 
(st) RAR GER A 

P(X6s,t) d| Fi) = PXG) 
xd. las). (4.5) 
ik BLL 2, = (wvV) ze 一 (448) BAT 
点 xx. 为 前 点 的 矩形 .由 (4.3) 

X(s,f) = Xir) 

= L, - aI(B), 

其 中 工 | XG) XG) XG) 的 线性 函数 ,a 为 常数 , K = 
(Ca, 5).a xu BE 5 x20. X GO a- RH, 
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Gi: — gai XO, WEFO K, F € Zi) 
DFR = FaN Fie 
BRL 为 Fi np Sm EL TB) SC 独立 . 故 条 件 特征 函数 
E(e**vP|[G) = E(e*t erum |G) 
moe . Egg y, 
ABA E Ce ^02 [972.5 也 等 于 最 后 一 项 , 故 有 
Eeter |G) = Ele") |.27,) Cars). (4. 6) 
75 E A E SP A ESL Cy e Faye) BE EE y € R LP SERE 
Fi Osad = POXG) x yIG), 
Faly = POE GO xi y F bD 
XX H = = z HL 55 


ca oc 


| ee, (dy,a) = | er.» (a. s) 


于 是 由 分 布 函数 与 特征 函数 的 一 一 对 应 ,得 

Fyly,@) = FyCy.a) (a.s), 
从 而 

PIX) x y|G) = POX GO s y 1575) Cas) (4. 7) 
BUTGOS,o0S9.,H iu .. 8 

Wz, = (u,v) Cst) = z,,2; 二 (3990) ,2 = (u,0 GEE 

分 布 密度 

FRY 1 = Fey TR im Te 08) 


1 aise Bü 
= — £ aig- u) piro) 1 
H AA lE +e T 
— pF — e 1979 y 2H). (4. 8) 
Hp H} = 60 — eo 71 — e7*79)5/4aB, LO) KEM 


BAERE. 

注 4. 1 fOD Sp "etis" TRA AIR RRR s at E 
对 一 二 变量 rtt uvis da > 0,8 > 0,0 > 0 PERE; Gsm 
oo, oo AT, F(E) F NGO o*/4a80 的 密度 . 

定理 4.2 fr = Ga) > (u,v) — r EL BEC 1E 
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POX G3) y] 57 22 
= PO GU x y| Xir), X r) X cz) 


ll 


f A CR Zas nam nag dE, (4.9) 
HP r = Xle), = 1,3,4. 
证 ”利用 (4.3), 同 样 可 证 E 
Eeen | Ft) 一 E X GO XG X GU). 
由 此 及 (4.5) 即 得 (4.9) 中 第 一 等 式 . 
EA Gav). Coot) Sp BARA C4. 2) BACs 0. st). AO CBD 
与 Fs Me A X (2G — 1.3.4) für MUR E X GO = nG = 
1,3,4) 不 影响 LB) 之 分 布 . 在 此 条 件 下 ,由 (4.3) 知 X Go 有 正 
as rn. 
EX(z,) =— e tui Beet r, pen, ee ect oue 


DX (z) = oie I^DICB) 
一 ate tot) emda . [eoa = Hi. 


帮 知 在 条 件 X) — nG = 1,30 之 下 ,X(z ) 的 分 布 密度 为 
FE) ,此 得 证 (4 9). Ü 


20.5 强 马 尔 林 夫 性 


TR BB BLIS E Co 00 为 停 点 ,如 对 任意 (ae) € R$, 有 
(o 0) EE Fh, 
定义 o- 代数 
Fa SAAE Ale xL ur v) € ML, 
对 一 切 # Z5 0,v 2 0). (65.1) 
XXE 5.1. OUP, 4138 HR II AE. ERAT GO E 
X52 0420,y € Ri, 有 
PGX(Ga A 5,7 AO Syl 5) 
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=P(Xle+s,7r+ D & v|XG 072), XCo + 5,7), XC, vc 1)) 
(a 5. ). (5. 22 
证 WgGO CR HARRAH MEAS 1 有 
E[g(X( + se 4-021562] 
= El gt(Xto + st) A rT Xo + 5,7), Alar + 01. 


(5. 3) 
EX 
a, = x mL csl 
. 1 . 
EE p? n Xr 
XHEEXRAC.. 
Amis) = 4| 和 |o nu 1 «rZ. 


我 们 有 
| GEX CE, + 5.0, + OP (dw) 


-Efans 


SR, Aln’ © F hr gr EH 2, 
上 式 一 xs [e| x| 4 sÅ | xz Zi, 


"P Ata, 


x|; 72 ed] SX 


g| x| 5 Z +s Ė J + 1} | Pao). 


i j 
zx re. 


一 [gre atc. c 5.7, t2)3|X(e,,7,),X Ce, + 5,72, 
A 
X (ansta + 4) ]P (dw) 


= [ | gf OD XC 0 X G, iD 
(040) X Go, v, + GOD ,ydyP (o). 
a coil HP X GO 对 xz 的 连续 性 及 g 的 有 界 连 续 性 ,上 式 最 
左 方 趋 于 
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f gx + ssr + ODP (dw); 
而 最 右 方 则 由 (4.8) 及 注 4. 1 趋 于 
| E[g(XG + sr +D) jX GS, 
X tla -+ sir), XC. e + o) JPG». 
于 是 证 明了 ‘5.3) 对 有 界 连 续 的 上 成立. AR Aa RAH 


(5. 3) 对 一 切 有 界 Borel 可 测 函 数 9 世 成 立 ; 从 而 完成 了 55. 23 的 证 
HB. E] 


$ x ox it 
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第 e ] 篇 ”二 参数 Ornstein-Uhlenbeck 
过 程 的 转移 概率 及 预测 


21.1 梯形 域 的 转移 概 举 


Bez = (u,v) 为 平面 上 的 点 ,i 记 Ri = (zim > 0u 0)., RY 中 
全 体 Borel 集 记 为 ZX = (X(z,w).2 € Ri) 为 概率 空间 (9， 
FP) ERS, HX Hy = BR Ornstein-Uhlenbeck 过 程 
(QUP;), 5l 


XG,D = eA] X + of [e *aw «a. a. D 
dipal0.82 0,22 0g — EE W = (OV (a b) a zm 0.56 S 0} 
为 (全 ,FF P) ER BX, 是 与 W 独立 的 随机 变数 ， 

WER ORNs = (544) 为 顶点 的 答 形 记 为 尺 或 民 ,. 说 z) 下 
za 如 其 坐标 S SS h 记 

KA)- [ec saw c n, 


A 


M(A) = [e daat, a CB. 


A 
设 z = Gv) Sz, = (31), 则 有 下 列 二 点 及 四 点 关系 式 : 
X ig) = ec OPO Cao) + oe BIC RAR,» 
(1.2) 
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X(z,) = eU? X(z,) + ec 9* ON (ey) 

— e MTX) ee "7"FICH), (1.3) 
HB... = Os.0),2, = Gast) 
AGI B 的 顶点 .OUP, 的 定义 及 
(1.22, 1.82 式 均 见 文献 L1j]; 那 里 
证 明了 X 为 强 马尔 可 去 过 程 ,并 求 
出 了 三 点 转移 概率 PAG) x 
a| Xp — xd — 1.3,4).a Rx, AH 
任意 实数 . 

MP E UM. 37. Ra 
Xiz) € FEER o (RR. c 
FARA FRA POX GO s a 57,0 ,它们 以 三 
点 转移 概率 为 特例 . 此 外 ,还 将 求 出 最 佳 预测 及 误差 . 

Bk 1 中 一 单调 下 降 曲 线 为 简单 曲线 ,如 它 由 有 限 或 可 列 多 
条 平行 于 两 坐标 轴 之 一 的 直线 段 所 组 成 ,而 县 在 任 一 RR, 内 只 有 有 
限 多 个 钊 点 ,后 者 是 两 直线 段 的 交点 由 两 坐标 轴 及 简单 曲线 围 成 
的 闭 区 域 称 为 梯形 域 . 

设 下 六 梯形 域 ,点 < 二 (s,1) EK. Á z 引 本 平行 于 两 坐标 轴 的 
直线 , 交 下 的 边界 OK F ziza PB ER S CP A ESI 8 a NU iD Oy 
Ze ka BE zo SER Gov i—0.1.snd 1. 显然 有 


HQ = HQ, «Lg — u, Xo o— HQ X Hap = 5, 


(1.4) 
PS > uy =u, Py St, S Uapi 


注意 aK CK. 
定理 1.1 Be EKMAR a A 
G) POX GO Sal Fx) 
= P(X iz) Sal XG), -—0,.10,7,"-125 (a.s,); 
(1.5) 
GD YE X(z) = 2,06 = 0.1.52 4+ D OREP OX) 有 正 


* n CEART. — 编者 
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态 分 布 Nim, D), 


a~l 


m= 2;0— 1ye '9 s Bey (1. 6) 
5? = g'e MCRAE), (1. 7) 
证 A fü ZypsTay Bae arz (ERR LER UN A; = (s. 


Bat = 113,50 Hn 2. 于 是 得 < = i AEE trogi siota» 


tet Anon a 4r» ino AA HH, X] ix S5538JÉ ds HG. 3) 
式 , 并 注意 (1.4) 式 , 得 

X(x)—e How Xiz) + e7 W XC) 

— e Moutoun X (01) + ge" PICH), 


XC, 4) = e T7 X a, Hb e Po Xm uu) 
— etin s Pv ic X (ey + se "P H). 


ei y BB XX. 一 1.3.5.4 一 2, 并 注意 DUTT) 一 
TCR,\K), 即 得 


at] 


Xz) = Sic Ye 807) iu XY Ce) 


+ ee FIC RAK) 
=2, +2, (CHE). (1.8) 
KB XR Xe = Ol 1) C OWS, sr. 
独立 , 故 
E(g 197, = eh Ee) 
= E(eU XO. = Olsen + 1), (1. 9) 
FOP EAKA. a RAE EE eB AR AES) A BB UECO. 
hH FARAR A NO.MU,NK apa KS, A NO, 分 
W: 5 Xo = rG = Glenan + 1) ASH, STAA m. ih 
(1,9) 式 的 后 一 等 式 即 得 证 (ii)， y 
注 1.1 如 ”一 1, 则 (ii) 中 和 条件 概率 化 为 文献 [1] 中 三 点 转移 
概率 . 
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以 下 设 X ANU d) 分 布 , 从 而 区 为 正 态 过 程 . 

AMOR RA PFET Az, = (av 二 (#3t) 间 的 转移 概率 
PXG, O xa|X(i,v) 9 x). z e 时 ,此 概率 已 在 文献 [1] 中 
KM. 对 一 般 的 = ,zs, 则 需要 下 列 熟 知 的 结果 ，; 

RGE 5) 服从 二 元 正 态 分 布 , 扣 有 Nmie 分 布 ,i 二 1,2, 相 
RMA pi 6, = r Afi pb 


N| m + IG — mossa — gl. (1. 10) 
今 用 此 结果 于 是 = Xe). = XG,O. B Q.D X 
m, = EX luv) 一 eM, C1. 11) 
a= DXGus 
= cech ge™ — pef — 1) | (1. 12) 
4aB i 7 


以 Sat {RE HU 即 得 FELET 为 求 p. 只 要 求 出 
EX (av) X (5,0 
= eter Batu EXE F PEUR a> + ECR) 1} 


— eco seid xi 十 iet _ loeo — D], 
(1.13) 

其 中 a A b= minta,/). 从 而 可 对 一 般 的 z o RHR. 特 
B Se Sa 时 , 比较 文献 [1] 中 的 定理 2.1, 可 得 名 一 


e ais —u3— Piw} 


21.2 闭 矩 形 的 转移 概率 


今 求 闭 矩形 R HEBRE HARAK z 一 (u TM = (5,0), 
23> (5,0) 525 = (wf), 2 <z LAW aR. qx = Cg sh) ER, 
以 zo = Chast) 表示 OR E z RU A. Bll 


d(z,z,)- infd(z.z), 
26 ak 
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Hh d ERRER. hile > zB ze = z::f] zo zz, =z. 
定理 2.1 r= (gh) C RQX zm zraz M 
G) PEX) Sa!) = P(X i) Sal XQ (ars); 


€2.1) 
QD 4X@) = x B XG) AERA NGS). 
Mz > z,. 5 
b = e Mara RA no (2. 2) 
Pos oe MOR NR: (2.3) 
Mz <2, WS, f? Bl C1. 10) 式 求 出 ,此 时 
EX (2)X Cra) 
=e verni EXE + cae — 1} (ew — D]. (2.4) 


证 dC Ree ey HOD 
Xz) = e 8 MR) + ae" ARAR, ) 
= 5, + Gi. | (2.5) 
仿 定理 1.10) 之 证 即 得 (2. 15, (2. 22, (2. 3) XX. 

Wi oz «ox. WN 2 = 2. OF, = e(XCy).y Sz}. = 
OLX Cy) y Ze =}. 由 文献 [1] 中 定理 2. 1,590, 502 X eX G1 
条 件 独立 ,从 而 F a FCP) 也 关于 oU£GUO) 条 件 独立 . 由 
FoX CHa (Xz) x a) € E, Vl 

PIX x a |. 4) = POXGO Kal Ky V a{ Xz} 
= P(X Ka Xe) = PO GO Sal X(z,)).las.), 
(2.4) 式 由 (1.13) 式 得 到 . [| 


21.3 ”预测 问题 


今 讨论 预测 问题 , 设 A C Ri ,zx € AS 
LECA) = (ACh Jg F , 可 测 ,Elh| oo], 
和 欲求:(=,4) € L(A), i 
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E|X(z) — iz, AM): 2 = inf ElX(z) —Aj?, 


BR 1G .ZO 2g X GO CE AX GOD eA HMMS. MAREEA 
e(z, AV = E|X(z) - lz, AM]. 
AFA 为 正 态 过 程 ,iiz ,有 4) 重合 于 线性 预测 . 
T343| hE A TR fej SP. a PA t 
引 理 3.1 i£ = (funa Dg — O5.) 为 独立 随机 向 
&./.¢ 为 二 Borel npilil pg 3. 
E,D j « co,E|gGp| «v. 
mg = f+ gop M 


EGIS = FE) 十 EgCp. (3.1) 
Bi E|fCGDgGD| « oc.£ = fg). I 
© EGIS = fC) + Eg OD. (3. 2) 
今 分 别 考 虑 定理 1.1 中 的 天 及 定理 2.1 中 的 六 ,并 用 那里 的 记 
号 . . 
定理 3.1 O) r= G.D € KM 
l(z,K) = Y (— es, (3. 3) 
e(z,K) = X (1.7) 4); (3.4) 
Gi) Hz -—üg.h) € Roz > zd 
bz, R) = eH) FO) XQ, (3.5) 
elz R) = f* (102.320 RD); (3.6) 


证 OA GA) = ECGOXGO | Fy). CAH. 
i(z,K) = E(X(z) |x) 
= E(X(z)|X(z0,i—0,1,-.n +1), 
X 1. 8) 式 应 用 引 理 3.3. WX Ce) XCD) ICR AK) 
独立 ;又 EI1CRAKD) = 0,80 1.8) 及 (3.1) 式 即 得 (3. 30 3X. Ba 
(1.8) X 
£(z,K) = ElX(z) — ilz, K)? 
= gig te RIOR NE) |? = 5. 
类 似 地 ,由 (2.5) 式 可 证 明 Gi). [| 
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注 3.1 FERRE POX GO xta | RT KB A Lili Bc 
于 zz 的 位 置 . 在 定理 2.1 中 ,我 们 己 知 在 那里 的 条 件 下 , 它 只 是 一 
个 变量 X(so) 的 函数 . (AG 2 CR. BAR s, MAE zT DL BERE 
复杂 . 可 以 想象 , 当 4 为 有 限 多 个 矩形 的 和 时 ,情况 当 更 复杂 -1 
但 对 某 些 =, 我 们 的 方法 仍然 有 效 . 


参考 文献 
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395—406 

[2] Korezlioglu H. .Lefort P. Une propriete Markovienne pour les proces- 
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SOPE ”多 参数 无 穷 维 
OU 过 程 与 布朗 运动 


22.1 OUP; 和 BM; HENX 


3i ROM n WESC OK GS a]. RT — [tt = Ce, nm. LEO. 
C, F ,PP) 为 概率 空间 ,人 = (Ca. F O8 AR PRESE LR fds > 
ORs € [dhd « ceo) ZK A AF por SR o- 代数 ,由 全 体 有 
BR HE Borel 柱 集 所 产生 . 如 对 每 4E R* EE (OF) > FB) Bl 
机 元 xs = zw) MRK X = Gt € R31 为 于 参数 无 穿 维 随机 过 
程 . 当 上 固定 时 ,zx 是 参数 为 之 0 的 随机 过 程 , 故 可 记 二 为 立 或 
(x,GO,s Ze 0) LIE 24 6 Ss P [SIRE SE or GO 是 实 值 随机 变数 . 

Fk X An £3 553: HEIESS SERE RIDE CR IR ET 6€ RT. 
任意 有 限 多 个 420, 

{ze (si) Em Lette jm luam 


t 
是 之 ,mi; 维 正 态 随机 向 量 . 

E XA n BRIA E OU COrnstein-Uhlenbeck) it #2. ig A 
OUP? ,如 它 是 正 态 的 ,而 且 对 每 固定 的 FE RY Cars) 50) 8 Ut 
于 ( 即 有 相同 的 有 上 良 维 分 布 ? 某 OU P1. 后 者 是 单 参数 一 维 OU 过 
Eirias 0) H P 
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z(o) =ef n +A] eet) | ü.D 


常数 a0, WHR A>0O 称 为 此 过 程 的 扩散 系数 . 一 般 地 ,DODUP+ 
trlst) G ND ERT UKE A E 


sse "Proto] lema]. aD 


Hp a> 0, > 0 为 常数 ,B= (8). + Ba) PO= 21b. 对 db 的 积 


En EH: 为 n 十 1 参数 布朗 运动 BM'it,, 它 是 正 态 过 程 ， 
EB(a,b)—0,X 


EB(a,b)B(a! ,by =K aha ofe, AUD. {1.3) 


a ^d =minta,a ), K >0 RA B 的 扩散 系数 ， (Bx G.2»)m m B 
取 下 二 1;zo 或 为 常数 ,或 为 与 B ih ESMER. 
今 通过 OUP), KER OUP? ERL S 
Ts)— rt{st) (1.4) 
(xr, ER E OUPZ Gn t=27,0+)) 因为, 它 显然 是 正 态 的 , 当 
then. cere OUPIQOI.2,3.4 D. AREA. 4) 及 
Q- 2 定义 的 OU PT. 


22.2 1E Wiener 空间 中 的 分 布 


国定 t,x(s OX s20 连续 , 故 每 x, 是 Wiener Si W , Aw) 
中 的 随机 元 .2 AEW Sy PRIA He 

同样 ,可 通过 上 述 n+] 参数 布朗 运动 BM), RAM SRA 
J E A a BMB ,1E R"}: 


BG) -—BG.D. (2.1) 
由 (1. 328 BERE e E(B, (s)> S20) E BS By E dp BE oh BMI, + 
XU 

EB,GOB.G) — K typet, * (Av). (2.2) 
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B; 在 Wiener Z5 |B] 95} Aid 29 vs. 
本 篇 的 目的 主要 是 研究 wu 的 绝对 连续 性 及 其 支 集 . 
定理 2.1 固定 总 下 列 四 随机 元 在 Wiener 空间 中 同 分 布 : 
Gr, un OAL HADEN: 


u — e 7384, fs 
Gy : »t melee te] ] af 1 73 feag |. 
i-i i a 


B A BM; 
Quz, : 2,€s)=e7 "| | Jg a[ 4) |, 
B A BMi; 


2a 
Kul = (e 17/28. 
XE UL PU RE SLID EIE S AIR I Ex, xs 的 相关 


Guy s tls) =e | yt B, 所 一 1 JiB» BM”, 


函数 为 
Ru v) = Ex(u)rG) 
= esee Ex + | | | e= ^Balo.db) 
. [etai di) ) 
Oe 0 
= ematean] Ert + e [eda [eas] 
n b 
= e ruti | 2 EV 2 — 1 Tp 1-8 7 
=e wt fe Eri + og 7a Il 28, | 
(2.3) 
类 似 计 算 , 知 上 述 四 随机 元 有 相同 的 相关 函数 (2. 30 KA i 
TÉ ABB. | 


众所周知 ,对 同一 空间 中 二 正 态 分 布 二 与 只 有 两 种 可 能 :或 
者 相互 绝对 连续 , 记 为 evi AE PS OPE DN nv. 
考虑 集 SOGOAX Bir): 
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SG)» ‘=| f:fEW, LEES 
—1| 
2" | 


eh, (2.4) 


| 
- ftd 21 xr jj. (2.5) 
分 别称 St 与 BOA W 中 半径 为 r>0 的 球面 与 球 . 

本 篇 以 下 ,特别 在 定理 2.2---2.5 rh. Sei se [0.d].d<im, 
定理 2.2 设 瑟 ro 一 0, 国 定 ! Re’. 
( 4a TEE RT OS 

IIa — e HS = Ira — p Pr, (2.6) 
aU Ft 集中 在 球面 SCA Eee GS CA,)} = 1.7% 


_ s| 


N| a 


BG): =| f; few, lim S| B 


&=1 


A, = =T] - MA (2.7) 
JF BD 
2" ， 
n| im [si =| -a| =| | 一 二 | a (2. 8) 
vs f 


Gi) 如 4 二 1; 则 一 切 ps 77 00 BBE. 
证 ”考虑 (1.1) 中 的 OUPi,{x(s),s 守 0), 不 难 算出 其 相关 函 
数 为 
RG v) e EG) GO eee t Baga? “|. 
2a 


RO Lg | ei") ae "Er, 


piu): =lim 


. . ARGV) A? — 3e 
GO: lim $m 一 一 [1 一 e 她 ) 


D(u)s = pla) —qla) — A! we. (2.9) 
FR DGO UR cA REBR. CRBS TT RAR A 的 平 
Fy ,而 不 依赖 于 及 xo. 
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ae "Er, 


r= {nls s 220) E OUP!, 由 定理 2.1(i1), 其 扩散 系数 为 
An FATE S E BR CS 


DG) =4 = [| | M]. 
mn i 


由 假设 Ex, =0 18 Ex (s)=Ex, G)—0. 8(2. 39481 R CO 00 5j 
Re COO ERAT AO, RRL A A 0. 于 是 由 [5, 定 理 5. 2. 6] 知 ae 
HARRIE c 与 xi BÉ PERRO D GO 55 De Ce) JLF BEAD 
{关于 Lebesgue 测度 ) 相 等 , 亦 即 (2.6) 成 立 . 

其 次 ;由 Baxter 定理 [6, 定 理 20. 4], 4 集中 在 半径 之 平方 为 


| Poeodz = AI 
之 球面 上 ,此 得 证 (ii). 
最 后 , 当 n=l 时 ,如 GU EO. 6) ,由 t—t[U n tAt wa 


Blue 
EA Coo s B] BE. c 之 支 集 (Support). 由 (2. 10) 


Aie! TI (28). 
emt 


(2.10) 


于 是 得 


#21 oc Sia c als 2 l 
Yoweed J Hee 


这 表示 OUP? 全 部 分 布 范 围 有 界 , 以 概率 1 不 超出 半径 为 


ETT 的 球 ;这 与 BMY 不 同 ( 见 定理 2. 3). 
de] 


注 2.1 RPR AQGDO:—(GiAP—a0XpRDCFRERHSQDOCW, 


AG 5600 cac e] : . 
(28) 
JH 


当 nn 六 1 时 ,4A(a) 会 许多 点 1， 定理 2.2 ER, VEDI ET] ER VPE 

和 A(tEAca)) 血 集中 在 同一 球面 Slta) 上 .这 与 n 二 1 不同, 此 时 

AGO R$ — d. 直观 上 可 想象 4(C4) 为 a- 水 平面 , 密度 de/d pen 
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用 [8] 中 方法 求 出 . 
下 面 讨论 BM7., (BEGER ERG- DEX. H EE 
(B, G) 是 BMi1, 相 关 函 数 为 
EB aB, o) — Kitt, * Ga A v). 
f;O2. 9), 7 PE RRA 
D,GO = K't--t,. 
下 列 定理 可 参照 定理 2.2 TERR , 故 证 明 从 略 . 
定理 2.3 对 BM? , 男 定 上 36. 
Ci) nu 的 充 要 条 件 是 


Ereta =E; seg E 


ii) sm 六 

Gi) Mn=1,.—W vy, NEE, 

iba.2 与 注 2.1 BW. clad — Get, = 27), RI Wad 
Ecla) && Sii e] - SK ili S(Ka) E 47» 0. PRA SK 2.1 中 后 
一 结论 相似 的 结果 . 

定理 2.4 iE 1.20 f n, —0, J| por TEE IR VEHI 


B| 5-5 4 | eus =1; 


eR). nn =o = K=1,Al id st > 0. 

Wo BR nrl ABU ARTE n=0 的 情形 , 由 于 R= 
QGo RNA 0 参数 无 穷 维 过 程 即 为 单 参数 一 维 过 程 . 考虑 
(1,1) 中 的 QUP! 及 BMi SSK BRN KI Ga Av) os EOS C 
3j K*. OUP! 在 Wiener 空间 中 的 分 布依 赖 于 zose RA B ION 
Haas M BM} 的 分 布 则 应 记 为 ve. 回忆 OUP! ZR VERSOS A’, 
(R.C2. 90). 

定理 2.5 

(i) 设 Ers = Ex, = 0, W) e uae ue oe BREA A= 
A’; 

Gi) f KÆK' Mj vk Lees 
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Gi) 设 r0.) pSr 之 充 要 条 件 为 ASK. 
关于 OUP? 之 研究 尚 有 [7], 但 定义 不 同 . 
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23a 多 参数 无 穷 维 
(r,6)-OUT#E 


ECW 22,239 Wiener Zi H], W —CGO0.1] RO E X TELO.1] 
-k 4 Vs Sc HB E Sk eR ZE, Du AW 中 全 体 柱 集 所 产生 的 o- (€ 
数 . R" 为 n ABO ES DB] RS: = (ub Cet) BE 080. 设 对 每 
tC R 存在 取 值 于 W 中 的 随机 变量 区 < OL WRUGC FE RID 
(r ,6)-OUP> ,如 


X0 = e OLX, + of [om MB Cda ddd, a 
rJ 


其 中 *，” 表 示 [0,1] 中 的 流动 变量 ,aE R bE R',a>0,0>0,r<0 
为 已 给 常数 (r 可 为 一 0),B= (Gh ED BOR 6— (n, 
8,9€— co x: 0, OO 7g H n PE] EL DC Ea B. BA) AE 
BON gg XL de JE MESE zx E,Z, PO E B ER PS (white 
noise)! ^7, & R^*' rg Borel o ft A E B9 BE BLA n c WE 
RIBON NCO.LCAD IER SERE L Antl 维 勒 贝 格 测 度 ; 如 
ANC=2.B(A) 5 BOR WI A BCAUC)—BCAD+BCC). X. 
HA SBCA) B sr IEEE OA 0 I IE S BREL SE 3E: r= — co, Bl Hx 
X= 0. AF BCA), —BCGA aD we OR XC = XC o). 24 
to IER. XC a Æ CLO] bE E pj E. XC + HEC, 
By) EK aI A Am- 

在 文献 [3] 中 研究 了 r=0,6=0= (0,--,0), 的 特殊 情形 , 那 
里 证 明了 n 034 ES XE E SEE BB SS ern 属于 同一 层 ( 集 ) 时 ,wm 与 
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uo AR ERE CIDA unu. REI T ERE. Re HEAR X E 
Hk PESE SERE KF 5. IU 8-9 —o0— (— co, ---, 65), WAP E TE 
Fe ,此 时 一 切 s 56038 E 86 E E EE Ln EE Ie Er — 00 LIE p 
= SEAR ARM COD). ARE T 34 [ri moo BEL SX CD 
"OX, 243 48 88 E mHE too r= — 0o. RUE ER EB. 7 Th 
BRE LRH ze. 
3|]z 1 MAW CR HA XG G> AK BRA 
Riu): = EX GOX, G) = eter EX? 


era vl e 如一 区 一 Br _ 1 e Mud 
2 m a an 
+o ja [I 38. . C2) 


证 


Reo) = ect mE( X, ea Ele PL o 


其 中 


NE = NE «P B(da .db). 
rad F 


由 于 OX, 5 (BCAD 1 thay, ie 


EX 门 = ex. -Eff = o six ff) -= a) 


Busov . 
En D SEHE 
PT Ef 
- 到 [人 ae (da ,db) 。 fF Cev taeda «di» | 


= [fete uE „vjet dadb = 0, 
EtL ANE BR. 


(ER SI = S LE) = [Seas 


pi 一 ghe ii plt 一 pg 
一 一 区 H 28 c (5) 


由 式 (3) 一 (5) 得 


— pale te} ibr 2 enm e : e? e^? 
Rusu) = etr EXE e 3 II 73; E 
此 即 式 (2). 如 excu. [8] FE n] FAR C22. a 
今 将 参数 空间 Ri 分 解 为 诸 " 层 "之 和 :Ri 一 G5, 其 中 “ 层 ” 
Gi = (sis € Re [I (1 — emana = F}. (6) 
i=} 
BEW 中 * 半 径 为 r>0 的 球面 5(7)” 与 * 球 BOY)”, 


ght 
SG)- (f. f£ €W lim 5] 
mos YT 


"| 


B= U sco. 
DES 


定理 1 对 固定 的 1E R I CREAS, E Hh nom WRKER 
件 是 :存在 SLAE e 属于 同一 Go, ap BI 


lla 一 ed 一 IIa — eT Ay LL f, (7) 
i=l 1 一 1 
此 时 OX, C O ESCA a) Sl, i.e. 


nf tim 35 [x (A La 到 =1， (8) 
这 里 

A: . 2 Loe & 4 

Abs oc Tis -aN à TR (9) 


证 fic D= "EX, AARON 


—slu— r| —e —e(u te zr) 


R, luv); = De t” +4 一 a0) 
计算 
— atu — r) 
pi :=lim SR i9) L apeh Afa TE , 
qiu 1 Slim SC 
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—]1-pe-Pi-n 
2 * 


— —aDc-?" 4 AL, 
D, lu) : — pilu) q lu) = Ars. 
LERTE Gs 等 价 于 
D GÒ = Deu) = zii 38 ap 
由 假设 EX, = 0 及 式 (1) 知 EX, G) = EX G) = 0, 6G 2r). 
由 式 (2) A R,CO 0) 5j R (0,0) 或 同时 为 0, 或 同时 不 为 0. 由 文献 
[4] 定理 5. 2. 6 WI jue ee EET D, GO 三 五) ,于 是 得 证 定理 第 


一 结论 . 又 由 文献 [5] 定理 20. 4, 包 集中 在 半径 为 | Di GOdu = Ai 
之 "球面 ”上 ,此 得 式 48)， CD. | 

Hi rh C8) 知 us 之 支 集 suppGa C SCA 5) aX 

off —— 
E s] 

n -—1,6525— co, l| p, Ej p HOM ERGO SECOS BI zs Dm 
此 因 1 — e 707? = FU E D ht FUÉ ET AR ne TRIP BE A E 
绝对 连续 ;又 因 ee, Al pr EIE B RU p L He 

考虑 下 列 4 种 特 珠 情况 ， 

(a) r —— co,6 —— œ; (b) r = 0,8 =— o; le) r = co, 

& = 0; íd) r = 0,8 = 9. 
EHI (a), (b>, AR 并 取 那 里 的 := 1 fee de AG, 


pei peus 集中 在 半径 为 a]] — ZRT” E EK. 


J 28, 


在 情况 ec)y,(d), 分 层 绝对 连续 , RD te 属于 同一 Gs 时， 


Ussupp (i) C B 


^ — a- 25 " 1 
pee ES BOP HE BI oT] J SZ =o VT YT 一 - 

LI y 38 M aa 
之 “球面 ”上 . 


在 情况 (a), (c), Bii X- = ORK OD 可见. RG v) 
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; 2 E z E — po fe! 
= Con 常数 CC 分别 为 5a Ll 5 及 ss ll 一 上 .此 时 
AO) 是 平稳 过 程 , 当 然 也 是 正 态 马尔 可 去 过 程 
有 起 的 是 在 情况 (a) AGIR MON 
Ris) = s IT uc (iv € RD, (12) 


与 + 无关. REX =0 RB EEW LPNS et He th 
Ht X Ue 
X) 一 sen F ce* Ba ,db) aa 


之 分 布 vp ACER" XX. 
系 1 对 固定 1€E REX GO urn ERY Ge) ur fal ot 
布 ,其 中 


Y.) = ex +ol] 


— e M u 
| e“d BGa) + 


(14) 
这 是 由 于 
EY,GOY,(v) 
= ent fe- mpx? 十 «TI 1— C gd 
与 式 (2) 相 同 . 
R2 BHun-G-—1,-2DM XC EXC KOCH 
HUA Wiener 空间 W 中 的 正 态 随机 元 ,又 


EX (a) —90, 

EXGOX w) = g 2.1l x 28. [eT et] (15) 
wmi r=- WMA ERN 0. JB K p AR C122 IL IE. 
ite XCOO.c€[0,.1]. 


E EGER CO HB UI r5 MBAS). B XC OMAR 
Arm MC + BP ERE A di. HADDE Re WKF E 
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CARA, RA» AEA. Rie} AHR Tight) (参见 文献 [6, 第 


AADAM XC ERC os s ee XC-OXEW 中 的 
分 布 ). | 
现在 考虑 d 维 Wiener 空间 W^ —C([0,1], RD. Rd > Oe 
Pi B, Rd +} 0 HMÉIEZSBEELAE RE XO G—1, ds X80) HE 
{BL XP i1. dA S hr. EM 
XM (epee “|[ xe+ol feeda], (16) 
W Z,C* 0 = OG C+ 2 X? €C* DARAT W 中 的 随机 元 . 
BRIZE ) tE RIA n B Root 维 (r,6)-Ornstein_Uhlenbeek 过 程 
Go G,6)-OUPT 5. EE tik a OW ZC + OX W^ 中 之 分 布 .由 
独立 性 
Be uA X epi: un. (17) 
5]H 2 #P.QADASACEL, A) LO ARMED Poco 
之 充 要 条 件 为 ;对 某 正 整数 x( 或 对 一 切 正 整 数 *) ,乘积 测度 PS 
Qr. 
些 引 理由 下 列 事实 推出 ,后 者 由 -x 方法 >] 容易 和 证明 ,如 


dP 

dQ 一 F(z}, 
则 

dcr = [I f(x), rox; € E» 

im] 

反之 如 

D. = gi, Tao]s 
D: 

dp — f(r) 

dQ" (P(E y 
其 中 


fa) = [ref ete erases Qa Qc. 


由 定理 1 及 引 理 2 立 得 * 
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定理 2 固定 1€ RLCRLtO. ASM ue 之 充 要 
RFE 


i (1 — e TAHTI?) = (] er 
u i! 
定理 3 设 非 空 集 4C (52.8 om). fl z o0 eG € A), 则 


ZO ŽS ZCO, RE ZC): = CKO CD XC) 为 取 值 于 
W^ 中 的 正 态 随机 元 . 

EZ(u) — 0, 

E(Z (a) Zw) = E(X” X? Qo) 


— ainu 2r) —25,0,—89 


|] 1 一 上 
Za I zz ll E 4 


fea REA 


* 


(18) 
其 中 为 d Bree ie EC). 
如 进一步 设 4 = (1.2. 8) ,7 二 一 00, 则 


! = qp... 
EG' DZD = 5 IT ape Ia 


当 4 二 1 时 上 式 化 为 式 (12). 
证 ZO) AREF W rh SES BREL EZ, GO = 0, 协 方 
HPEH 
EZ GOZ) = (EXP GOXP QD = Gb'Qs)), 
计算 ri ae) 之 方法 与 式 (2) 同 . 


ret uu) =E [ee x” 十 of [ei cda ‘db) | 
em xi^ + 中 | seBida dà) | }. 


APIP, B C), = 1) 的 独立 性 及 EXP = 0, RAH 
1 时 ,涉及 积分 的 339) S 0. 
ru.) AEXIPXI^, 


* j EAR] € O.2o — A — ix 
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其 中 A, = eut ee 再 记 


= 2 ect acl 一 e torn "e 1— e- AU, a ( 
一 - ， 009 
2. 7 2a il 2B, 
则 对 角 线 上 的 元 
Puy = AB XY + SY, . 
于 是 
EZ GODZ OD = ALEXE XO 十 MI (20) 


MP oo € AD BELA, 70, ARID 知 Z L> #8) 之 右 
ritun) RUE CAA REAR MPA ZC) ZGOO. E 
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第 已 对 篇 。 二 参数 正 态 过 程 
的 马尔 可 夫 性 


HiS Gon) 为 平面 上 的 点 (图 IORI S= Gt, Out, SO) 中 
Borel o- £3 jt Mg -B E = (E(w) yt € RT. HERES E OQ LP 
上 的 实 值 随机 过 程 .i = 0.52 26 5 = Gus Bn m sui = 1.2.R, 
= (sus St, Hes Slt), Ho {Fs € RJ. MS pa PES 
o- 代数 . RE 29 S RMA RAAB) ,如 对 任意 有 界 Se 
"BAN ,任意 # = Gu 人 > 一 人) € RA 

EED FO = E G) |, Fb) (Poa... CD 

UP ai & AE ARH. H ESO. 

本 篇 求 得 了 上 为 二 马 程 的 充 要 条 件 ; 对 梯形 域 ,. 求 出 了 过 程 的 
转移 概率 , 它 以 三 点 转移 概率 为 特例 ;顺便 解决 了 梯形 域 的 预测 问 
题 :二 参数 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 是正 态 二 马 程 的 特例 ,本 篇 定 
理 2 推广 了 文献 [1] 中 定理 1 与 定理 3, 但 方法 不 同 . 

{ER u te RY Asc R Sp Hl LA 0,1.2 18/8 Zo = (fiu. 
zi = bey = Cet. OE — Ee pD = EEE, i,j = 0.1.25, 


cCO,02 cC1,0) c(2,0) cla,0) 
一 jef0,1) cl, ¢€2,1 [a BE |eCu. DD | 代替 和 中 第 7 直 
€€0,2) ¢€€1,2) cC2,2) clu) 


列 所 得 行列 式 记 为 4- 
BUR Hix—Ub. I: E RA.A 0. 
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定理 1 设 $ 为 二 参数 正 态 过 程 ， 

Et 0, 而 且 满 足 瑟 , 则 上 为 二 马 程 的 itta, itr) 

充 要 条 件 是 :对 一 切 2 RË. SC 
R,CH 

(su) 一 X yels. j) zt (2) 


jeu 


Hp cls,u) = Efel, j) = EEE, 
证 LL) 表示 括号 中 变量 图 1 


生成 的 在 均 方 收 化 意义 下 的 线性 闭 包 ; 以 表示 D L6, ELE, 


ED 中 的 投影 EG lioi D 记 为 Eak WA 
(E 一 l é,. ara EC, 一 Za,£)6, —0, 


展开 后 得 clit, Jj) 一 DCE Fa, A Qi = T = 0,152. 


必要 性 — 由 的 正 态 及 马尔 可 去 性 得 
E(£,|£,,£,,£.,£) = ECE |£,,6,,£,. 6) = E(E,|£,,6,, 8) 
= ECé, |é ,8 ,6) = Xa£, (3) 
mee, — Bab) 上 二 ,由 此 得 52) 式 ， 
充分 性 hD REE — Eag) 上 ,一 切 s € R. ER, = 
sos, € RRBs = 0,1,2,4% 
E(£,|£,,86,,£,) = Baé, = ECE, ECO ~ 5,2, 
其 中 ECO ~ 50 BAR Go 066,6, 60 由 正 态 性 得 
E(£, |£,,£,,£,) = ECE LEC ~ 5,0). (4) 
但 对 正 态 过程, 此 式 等 价 于 马尔 可 夫 性 . 实际 上 , 记 
9 = £, — EAE ~ 5020,» L LOO — $05; 
C= Etf ffn). 
ADRE = 7+ BHiES TE? alEO — 50 thay M E oE, 
Eisa) 可 测 , 故 
Eve. |£(0 ~ s,)) = eE (e) = Ele |f, ff), 
后 一 等 号 可 同样 证 明 . 由 此 即 可 推出 51) x. 
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Ea ”可 改写 (2) 式 为 

cQ s) cQ. c€1es) c2, 

cQ ,0). ¢€0,0)} ¢€1,0) cC2, 

cfta ly CeO) cC0,12. cC2. DD 

cas2) c(0,2). €€1,2) ©0242) 
称 Ri 中 单调 下 降 曲 线 为 简单 的 ,如 它 由 有 限 或 可 列 多 条 平 
行 于 两 坐标 轴 之 -一 的 直线 段 组 成 ， 
且 在 任 -- R 内 只 有 有 限 多 个 角 点 ， 
后 者 是 两 直线 段 的 交点 . 由 两 坐标 
轴 及 简单 曲线 国 成 的 区 域 称 为 梯形 
BA 20. FER BBR K RR 
EK. Å u 引 二 平行 于 坐标 轴 的 直 
线 ， A K 的 边界 于 Zosta EZA 
[8] AA FR MR Az, eee ee, 
4 

Bl 2 LOK) = (hG) ih H ale, € 
K) RE LEIA I? < on. 
Apok u, K) € LICK) B 
E\j&—t@,K)|'= inf EJ&, — Al’, 


AELK 
ki K) AE FE. € K) KAMAE: DMRS A 
e(i,K) = E|£, — UGG KON 
HERE U,K) 重合 于 线性 预测 . 
简 记 点 = 8 — Ff = lern 1 ox BEM. 
定理 2 B= [EE Ri) 为 两 参数 正 态 马尔 可 夫 过 程 ES, 


0. . 
qi frd E, = r = Ol yet sn +1 Fe 的 条 件 分 布 为 
N Gn ,0) 正 态 分 布 , 其 期 望 与 方差 分 别 为 


* nd ANE. 一 编者 
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n—| u—1 


m= Sars; a = c(u.u) 一 9 actu D, (5) 
ro rn 
其 中 ta} 满足 方程 组 
cQu j) = Doct jo 0.01.2 L (8) 
atl 
Gi) (iK) = Sta; EC 天) — dt. (7) 
Pep 


WE — flip 05 EO — o. B 
EE JEO ~a 4- 10 = EE EO — 5 1» 


一 Sag, as. (8) 


"ml 
令 y= €, 一 Das 5x 7 | &;.Bll 


Ey£,— 0,j = Q,1,o ane + l, 
Ie BN 6) 式 . 于 是 
at] 
EE JEO ~a t DD le, = Slax, 
fer 
由 此 得 (5) 式 中 前 式 . 由 于 
Lu K) = EGEO ~ n 4-1), 


由 (8) 式 得 (7) APRA. 9 5 EO~ ant 1) BEA MIRA 
Ë = EEEO ~n + 1)) = Ey 


= Eé,{ £, — Sat) * 
此 有 即 (5) 式 中 后 式 . 此 外 ,et 天 )》 = ET 一 d, | 
三 点 转移 概率 是 (i) PRED n = 1 时 的 特例 ( 见 图 D. 
EUR 
推论 1 在 定理 DARET BULLET. 则 三 点 转移 概率 
<= ossa aS fe ig 一 -& sep’ c. 
PCE, x a |£,,8, 6, he + TU). d 
aA 2 CA. 
m 一 2 utc s clu.) 一 2; Alla. 


例 1 Bee AAPL = Cet — C E hut FAA, 
> 0,4, > 0, Mj EEE; = hts j = 0.1,2.u, FE. X, EEE, = s 十 
fey) W So D> tp thay = Siso HE se Vt, FA, m A, =A, = As. 
不 难 验 证 (2) ty. M EAO Am — ar +a, = 
hiha 

例 2 UL 652 0 X PRESI BMS. = m ME 
yO SREB B.A WTB BE eG m e2) i = 1,2. iX 
A — 0 ifi H ARIS, 立 .然而 注 1 中 的 四 阶 行列 式 贴 仍 为 0. 
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SODS sume USQEsmT 


25.1 超过 程 及 其 拉 普 拉 斯 泛 画 


i GE 56) Ay n] din as fal, A ALO, co) PE LR]. X = {rt A} 
ARTE S8) PHB RTE. REAREA PG. xst.dy) ATE 
BACT sue Ariu}: 


Tof Gr 一 | Perez dy fon. f € Br. (1. 1? 
B+ RELEE EWEIN. AA Z- up Np o SR. 以 下 简 记 
fiw) = | fee. 


ERREX, 3 08 Dawson-Watanabe 型 超过 程 了 . Lim BRS 
BgXYESS PHARM 4212.59, Wm 中 含 一 切 如 下 形 的 集 
的 最 小 o- 代数 : 

Qu. € m, aB) la), BC Bia > 0. 
设 对 每 + C AENT On) 的 随机 变量 y RY = {yt 
€ ALAS BE UR LEER ORUM eG uiu dio. KY AX HAR, 
如 对 每 了 B Emr áu AS AT 0, 有 
GOA)? = E. ,exp(— ÀCf y) = exp{— (LG O} 
(1-2) 
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亦 即 | qr psu dioexpi— ACfav)} = expt — VAN 401 
BoBViGO 4 EA 为 作用 在 8- 上 的 压缩 非 线 性 算 子 半 群 , 它 通 
过 下 式 由 T, REE: 
v;ap =— [TIVA + an. (1. 3) 
EC} 中 已 证 上 明 (1. 3) 的 解 瞧 一 存在 . (1. 2) Z ZEE CP y 的 拉 普 
拉 斯 变换 ,了 B81 ; 亦 称 为 超过 程 了 一 (yt SO} ABE 
B. 此 泛 函 唯一 决定 Y 的 转移 概率 q. 
2k 23 WEB] Ic br 34 EMT BR CHI g 000. A BAA ARH 
RGB CAL yo SFE, HERE UB S CCS RB RT Boe HE C IRK 
RE. BORA REHM n TK E CLE R Re Soy) 
关于 测度 P. 的 分 布 . 
下 面 用 到 罕 级 数理 论 中 一 简单 结果 : 设 
FQ) = 3a. GO) = expFQD, 


r=] 


a Gay = + 325,6 ob BCT HL A DOE E 


nb, = $ kab, (1 = 1,25 bo = 1), (1. 4) 


Aw] 


FUERA d GAD = F' COGOD 及 比较 系数 而 得 . 
25.2 WERTE ER SE 


iif ll = sup | f(x) | SAAN su € ARM Glia), 
dir) € Bt. VER 
(oro = rie:iods. 
Hea f ¢ Bid 
p! := gis pit Tif. 
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m- 1 
Pp" * -一 Met xg, (2.1) 
re 
P, = (Ug (2.2) 
定理 2.1 Ñ JA < R: = 14e - Yell 时 ,有 


E, expL — AG y] = » 【一 1Y5,A. (2.3) 
其 中 hl. 本 
nb, = S sb, i. (2. 4) 
Go uos 为 算 子 方程 
V ——Vx&V- A (2.5) 


如 [1] 所 指出 ,(2.5) 之 形式 解 为 
V = »x- Lye a, (2.6) 


这 只 需 利用 52.1? 并 以 C2. 6) 代 人 (2.5) 后 即 可 看 出 . 今 证 此 级 数 
当 lA < RAR MRE C2. 5) 之 解 . 以 B, 表示 en 中 所 人 
之 项 数 . BO. D 

B =B =l, 


sl 
B, = > BB,- (2. 7) 
ke] 
HE Lev | SB r el He. 6) 中 级 数 被 


(Gi — rI SOB — ry | el fal (2.8) 


a=] 


所 控制 . 考虑 辅助 函数 O = 40 YT 一 46), 则 有 


3(1— vi) = » B. (2.9) 
w=] 


Sh bE. SMAO — 6 4- POS = 1,088 £00 的 里 级 数 展 式 
fe Aw st. BD ECC rj (2. 7). MO 70 ME Heg [Bus , 故 得 


ü (2. 9). 显然 (2.9) HEA A SOR x TJ lim VB, = 4. 


* 359+ 


于 是 控制 级 数 (2.8) SRMEBA R= 1/4te— ollel > 
0. C2. 6) aR AS Ee C—. RR) PA Sax. 以 (2. 62 代 
人 (1. 22.18 


gd) = exp[ — 31 C Det uox] 
n=l 


= exo[ > (一 yea Ji + we 1)*5,4". 
a=] = 


(2. 10) 
而 (2.4) Br Gi. 4) 得 到 . i 
FE n BRE M, = ELE fy]. 
定理 2.2 SRE M,.n = 1.2, 存在 ,它们 可 由 下 列 递 推 
式 依次 求 出 : 


2-1 
M, = DC NG — 19,, M, (2. 11) 


二 让 


(M, 一 11,03 ! = D. EIERE yd XT P. 之 分 布 . 
证 (2.3) 中 级 数 之 收 敏 学 径 大 于 0, 故 各 级 矩 看 在 而 且 唯 一 

决定 分 布 [2, 第 234 页 ]. 由 (2.3?(2.4) 及 
Eexp[— Ayo] = D "Mey 


awi 


得 
M, = nib, = (n — DIS AGO , 


t=] 


m—1 
=(n— 1)! $) (a — RD ub 
=ù 


a—l 


= $100 —519,,* M. [| 


kag 
SS tB Bj RE Am. 
M = 8, = (pD = T fams 
M, = 2d. + Mi, 
M, = 69, + 66,M, + Mi, 
M, = 248, + 1203 + 240,M, + OM + Mi. 
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前 二 级 矩 已 在 [1] 中 求 出 . 
#21 记 /(2) = D DBA LPO) = c ees. 改 


写 (2. 10) X90) = expr). HERI M, = e ngao 
(2.11) —X. 


25.3 本 加 泛 函 


用 上 述 方 法 类 似 地 可 求 出 超过 程 的 可 加 泛 函 
LO) = | az 
BF Se AMA RAR BA = oO 为 有 界 
BX 5 n[ WY JE Th pa.  : AP Borel o- 代数 jm m E X1]. 3E 
里 已 证 明 
E,,| exo — af Pa 上 = exp[ (wi. p^] 


Xp A 1/41] All Ge — £75 成立, 而 
uo Ee ree inei Hie 
r=} 


jd A, = (p'o WA 


E, „exp| 一 af fede, |= exe $57 l1» AA | 


n=? 


二 1 十 Sow, 


k=] 


HPC, = 1,C, = 0,20, = M 【一 D'£AC, 23 


而 E [ [wax] |= 《一 1*n1C.. 
一 类 特殊 的 可 加 泛 函 ( 即 停 留 时 ) 已 在 [31 中 详细 研究 . 
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混沌 与 随机 


本 卷 研究 的 是 概率 论 和 数学 中 带 有 哲理 性 的 问题 ， 主 要 是 决 
定性 、 随 机 性 、 伪 随机 性 、 随 机 迭代 、 随 机 混沌 等 及 它们 之 疗 的 
关系 ， 这 些 概 念 和 问题 都 是 历史 上 长 期 一 直 争 论 着 的 . 本 卷 中 给 
出 了 一 种 独特 的 、 清 新 的 见解 ， 本 卷 含 第 26、27 篇 共 2 篇， 

第 26 籍 论 随机 性 . 每 一 发 展 过 程 是 随机 性 与 必然 性 的 交替 ， 
它们 由 分 支点 分 离 ， 随机 试验 可 分 为 3 类 : 归 一 型 、 发 散 型 与 振 
动 型 ， 拉 普 拉 斯 关于 决定 论 的 观点 至 少 对 发 散 型 试验 不 正确 ， 因 
此 ， 随 机 性 是 客观 的 ， 不 是 出 于 大 们 的 无 知 ， 对 于 非 重复 试验 给 
出 了 一 些 计 算 概率 的 方法 . 

第 27 PE EE S BREL. 人们 对 混沌 、 决 定性 、 随 机 性 之 奇 的 
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关系 众说 纷 经 ， 哲学 上 一 个 长 期 争论 的 重要 问题 是 : 地界 是 决定 
性 的 还 是 随机 性 的 ? 由 于 混沌 学 的 兴起 ， 决 定性 与 随机 性 之 间 的 
鸿沟 正 趋 于 消失 ， 本 篇 中 ， 建 立 了 一 种 随机 选 代 模 型 ， 讨论 了 混 
沌 与 随机 性 的 关系 ， 许 多 混沌 现象 是 一 列 戎 机 事件 与 必然 事件 交 
互 作用 的 结果 ， 有 些 混沌 是 决定 性 系统 的 伪 随 宙 性 . 
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第 已 日 篇 论 随机 性 


26.1 随机 性 与 必然 性 的 相互 交替 


在 某 些 条 件 下 ， 一 定 出 现 (或 一 定 不 出 现 ) 的 事件 、 称 为 必 
然 事 件 ; 或 者 说 , 这 事件 具有 必然 性 ,在 某 些 条 件 下 ,可 能 出 现 ， 
也 可 能 不 出 现 的 事件 , 称 为 随机 事件 〈 也 称 为 偶然 事件 ); 或 者 说 ， 
这 事件 具有 随机 性 【偶然 性 ?必然 与 偶然， 都 是 相对 于 条 件 而 言 
的 ， 在 101. 325kPa 气压 及 100 "C HERE, "OG EET op FE 
fr, “明年 某 河 流 将 泛 灌 成 灾 ” 是 随机 车 件 ， 

事物 的 发 展 ， 是 多 层次 的 随机 事件 与 必然 事件 相互 效 蔡 和 相 
互 作用 的 过 程 ， 有 些 人 人 说， 发展 过 程 中 必然 性 《或 决定 性 ) 是 主 
导 的 ， 随 机 性 是 次 要 的 ; 5 —E AI ZS. 73 BEA RE. AS 
符合 客观 实际 . 

种 子 随机 弛 扎根 于 某 地 《1 层 )， 默默 地 度 过 一 段 时 间 后 ， 必 
然 破土 而 出 {2 层 )， 这 时 它 只 有 一 根 主 干 . 到 了 某 一 时 刻 ， 它 分 
成 几 支 ,分 支 的 时 刻 和 支 数 都 是 随 祝 的 (3 E. RR XE XO ER D 
"EG ED. HAE GEL ， 如 此 继续 BPE. CRM. 
或 者 枯 著 ， 这 死亡 的 时 刻 和 原因 又 是 随机 的 . 

3 JLULULEE RD. (agii TENET fEATE (1 层 )， 他 平静 地 度 
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过 童年 OE). 18 SH. 他 站 在 大生 道路 的 分 支点 上 ， 在 就 业 和 
升学 间 进 行 随机 选择 (3 层 ?， 过 了 于 这 一 关 ， 他 可 以 安心 地 工作 和 
学 习 相 当 长 时 间 (4 ED. RIG Reka Eb OGD eee 
SHARE RANA. KBR. WBA. R 
fb 358 95 B AE f. 

BERK: rA FR EK SEA ASI EST NL. 
FE for A BEA R ERE F 10 RHA RRS eRe A EY E 
T3 3E BS ASB. 实际 上 都 左右 了 他 的 全 部 命运 和 前 程 .” 他 所 
说 的 细小 事件 ， 大 都 集中 在 分 支点 上 - "ABBABINCÓR. EE 
te’. 只 有 回 过 头 来 . 才能 认识 它们 的 巨大 人 必用, 于 是 太 吃 一 惊 而 
感叹 万 干 ， 

天 文学 家 还 不 能 确切 告诉 我 们 地 球 是 挎 样 诞生 的 ， 行星 【其 
至 太阳 ) 的 形成 有 很 大 的 偶然 性 , 地 球 也 必定 经 历 了 许多 分 支点 . 
地 质 学 家 说 地 球 至 少 发 生 过 次 生物 大 规模 灭绝 [11, 最 著名 的 一 
次 是 0.6 忆 年 前 的 恺 龙 灭 绝 ， 如 果 没 有 那 次 灾变 ,今天 的 地 球 也 
HERRER. EWDKAN RRA MARU: 超新星 爆发 、 行 
星 撞 击 、 杰 则 和 炮 斑 爆 发 、 海 平面 变化 、 温 度 变化 等 等 ， 无 一 不 充 
WARE. BARN! 地 球 如 此 ， 极 而 言 之 ， 整 个 字 宙 也 
是 偶然 的 ， 导致 混 沌 初 开 的 大 爆炸 ， 星 系 的 形成 与 分 布 ， 生 命 的 
HH. 行星 上 有 和 多少 种 动物 和 植物 ， 每 一 种 中 有 多少 个 体 ， 都 含 
有 许 许多 多 偶然 的 因素 . 

每 个 国家 的 历史 也 有 许多 分 支点 ， 如 果 在 分 支点 上 换 另 一 种 
选择 ， 历 中 便当 另 写 ， 设 若 在 湖上 站 误 上 项 羽 杀 了 刘邦 ， 俺 很 本 能 
HAMA, HANER OF). RAKKDRRAWARR. 

说 了 这 么 多 的 偶然 性 ， 难道 “人 是 要 死 的 "、“ 明 天 太阴 还 会 
升 起 ”也 有 偶然 性 吗 ?” 否 ! 这 是 子 真 万 确 的 必然 事件 . 不过， 生 
fc SK, EAR EZ ROL, KE COLD, + mE 
的 功能 ， 生 命 是 暂 存 的 ， 而 构成 身体 的 物质 是 永恒 的 ; 生命 只 是 
这 些 物 质 在 2 个 分 支点 《出 生 与 死亡 ) 之 间 的 一 种 运动 形式 ， 而 
在 这 2 点 之 间 ， 运 动 是 相对 平稳 的 、 绥 变 的 ,必然性 居 主 导 地 位 ， 
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它 必 然 地 要 走向 下 一 分 支点 ， 即 死亡 .但 这 分 支点 何 时 到 来 、 如 
何 到 来 以 及 以 后 这 些 物 质 如 何 继续 运动 ，、 则 旦 随机 的 .同样 ， 太 
阳 东 起 西 落 ， 也 只 是 地 球 在 2 个 分 支点 〈 从 稳定 运行 到 失 稳 ) 间 
的 决定 性 运动 ， 在 朱 稳 以 后 ， 还 能 说 太阳 明天 升 起 吗 ? 

关于 太阳 升 起 问题 ， 拉 普 拉 斯 做 过 研究 ， 假设 太阳 已 接连 升 
起 ”次 , 问 它 还 会 升 起 1 次 的 概率 是 多 少 ? 他 的 管 案 是 (rn 十 1)/ Cn 
十 2). 当 n 很 大 时 这 几乎 等 于 1， 所 以 我 们 对 明天 的 安全 可 以 放 
. 不 过 这 答案 只 适用 于 地 球 处 于 上 述 二 个 分 支点 之 间 时 ; BR, 
若 wa 一 22， 这 概率 一 1， 而 这 是 范 麻 的 .因为 太阳 系 决 不 会 永久 稳 
定 下 去 ， 总 有 一 天 它 会 瓦解 . 

上 述 众 多 事实 说 明了 


& 


事物 发 展 的 一 般 法 则 : 发 c. 
展 过 程 是 偶然 与 必然 的 要 c 
BRR. 在 发 “ “< ~ 
展 道路 上 有 许多 分 支点 ， c ^ 
(A848 2 点 之 间 ， 发 展 是 a1 


AE. MER, A 

PERH, DREES EIEN: 但 这 里 也 可 能 有 次 要 的 分 支点 
和 次 要 的 随机 因素 ， 分 支点 的 到 来 是 随机 的 ， 在 分 支点 上 ， 发 展 
前 途 面 临 多 种 选择 ， 必 须 选择 其 一 而 尽 弃 其 余 ， 这 时 运动 是 不 稳 
定 的 、 突 变 的 ， 随 机 性 起 主导 作用， 一 旦 选 定 以 后 ， 发 展 又 趋 于 
稳定 ， 直 到 下 一 分 支点 ， 如 此 继续 ， 如 图 tm. 事物 必需 从 
AA BC), os AA BC, 等 ?7 条 道路 中 选择 1 条 , 尽管 这 1 条 未 
必 比 其 他 5 条 都 优越 ， HETA, RAS Re. HRE., RE 
史 、 个 人 呆 ， 都 只 是 许 许多 多 可 供 选 择 中 的 一 种 ， 它 们 全 都 富 售 
随机 人 性 ;如果 说 得 偏激 点 ， 它 们 全 是 随 本 的 . 

俩 然 性 来 自 何 方 ? 来 自 事物 内 部 的 变化 , 来 自 外 环境 的 碰撞 . 
构成 事物 的 各 种 物质 、 各 种 因素 以 及 支配 它们 的 各 种 力 经 常 处 于 
运动 之 中 . 如 果 各 自 的 运动 处 于 介 许 范围 之 内 ， 那么 事物 整体 的 
发 展 是 稳定 的 、 缓 变 的 ; 一 旦 茶 些 主要 部 分 的 运动 超越 甚至 远离 
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多 许 范围 时 ， 整 个 事物 就 会 发 后 突变 ， 而 那些 部 分 超越 则 是 随机 
的 ， 可 以 设想 一 个 混乱 社会 最 后 如 何 随机 转变 的 情形 以 增加 我 们 
的 想象 力 ， 事 物 处 于 外 环境 中 ， 它 经 常 与 其 他 事物 发 生 关 系 ， 称 
之 为 储 撞 ， 其 作用 小 则 可 影响 事物 的 量 〈 如 速度 、 大 小 ).， 大 则 可 
影响 事物 的 质 〈 如 方向 、 忻 质 )， 人 类 社会 是 一 个 极 富 于 随机 性 的 
磁 撞 世界 : Sm. 朋友 、 岳 后、 网 事 的 结 人 台 是 随机 的 ， A AL A 
与 事 、 人 与 物 的 相互 作用 ,形势 的 影响 ， 都 可 视 为 碰撞 .即使 是 
站 着 不 动 的 植物 ， 也 要 受到 自然 、 坏 境 及 动物 的 种 种 碰撞 .不 这 
有 些 碰撞 和 如 上 街 遇 到 的 许多 行人 ) 未 起 作用 , 为 人 们 所 忽视 ,而 
起 作用 的 《如 车 宰 )， 则 可 使 人 终生 难忘 . 外 部 的 磁 撞 可 以 促进 内 
因 的 变化 ， 内 外 是 互 为 影响 的 ， 不 能 截然 分 开 . 

结构 单纯 、 质 量 和 体积 巨大 的 物体 有 比较 稳定 的 内 环境 ， 和 如 
果 它 又 远离 其 他 天 物体 ， 从 而 外 部 碰撞 甚 少 ， 那 么 、 相 对 于 这 种 
物体 ， 偶 然 性 便 很 小 ， 分 支点 之 间 的 工 离 使 很 长 ， 这 就 是 为 什么 
ARIAT IEA | A RA. 如 果 我 们 的 寿命 长 达 百 忆 
年 ， 我 们 就 会 看 到 天 体 经 过 许多 分 支点 而 作 随 机 运动 ， 那 时 就 不 
会 说 天 体 运动 是 必然 的 了 ， 另 一 方面 ， 极 小 的 粒子 在 碰撞 下 极 不 
稳定 ， 微 观 世 界 所 以 基本 上 是 偶然 的 世界 ， 这 是 原因 之 一 . 

YALE TRS ORE. HUT SRAM, BR 
了 偶然 性 的 来 源 ， 下 面 考 虑 偶然 性 与 必然 性 的 关系 ， 

随机 性 大 都 出 现在 分 支点 附近 ， 但 这 并 不 意味 着 二 相 邻 分 支 
点 间 没 有 随机 性， 一 些 次 要 的 偶然 事件 、 次 要 的 分 支点 经 常 在 这 
里 出 现 ; 此 外 ,我 们 在 前 面 还 谈 到 正 是 在 这 段 时 间 内 孕育 着 新 的 
随机 性 : 在 许多 场合 ， 偶 然 受 到 必然 的 限制 ， 必 然 性 给 它 划 定 了 
一 个 范 转 ， 随 机 选择 只 能 在 此 范围 内 进行 ， 例 如， 要 儿 的 性别 昌 
EBR, ERA 2 种 可 能 . 

随 着 条 件 的 改变 ， 必 然 事 件 与 偶然 事件 可 互相 转化 ， 向 一 巨 
大 的 目标 射击 ， 击 中 是 必然 的 ; 现在 设想 如 标 不 断 缩小 ， 起 初 击 
中 还 是 必然 的 , 但 小 到 某 一 限度 后 , 击 中 目标 便 成 为 偶然 事件 了 . 
这 提示 人 们 可 以 设想 有 一 临界 值 或 临界 区 存在 ， 这 是 必然 转化 为 
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偶然 的 例子 ， 男 方向 ,在 正常 交通 情况 下 ， FARRAR. 但 在 
禁止 车 辆 道行 的 路 段 ， 车 祝 不 可 能 发 生 ， 人 偶然 化 为 必然 . 

豆 加 来 说 :“ 最 大 的 机 遇 莫 过 于 一 个 伟人 的 诞生 [2:. 共 所 以 
如 此 ， 一 基 由 于 某 人 的 诞生 是 一 系列 随机 事件 的 复合 : SARL H 
SOBEL SRE Epee 的 结合 、 异 性 的 2 个 生殖 细胞 的 相遇 ， 而 这 
2 个 细胞 又 必须 含 在 基 些 产生 天 才 的 因素 ， 另 一 是 婴儿 出 生 以 后 ， 
各 种 偶然 遭遇 在 整体 上 必须 有 利于 他 的 成 功 ， 他 所 处 的 时 代 、 他 
所 接受 的 教育 、 他 的 各 项 活动 、 他 所 接触 的 人 与 事 与 物 ， 都 需 为 
他 提供 好 的 机 会 . 所 以 ， 某 个 特定 的 人 要 成 为 伟人， 可 能 性 是 极 
小 的 . 

BSR ano. 各 时 代 仍 然 伟 人 而 出 . 一 个 人 成 功 的 概率 虽 极 小 ， 
AJLA TT RATE REA. 这 就 是 所 谓 “ 必 然 写 于 偶然 之 中 ”的 
一 种 含义 ,数学 中 称 之 为 “小 概率 原理 ”. REAR PIOS HORT A 
HERA e T emo 如 何 小 ， 如 果 把 这 试验 不 断 独立 好 重复 下 
去 ,那么 4 迟早 必然 会 出 现 1 次 ,从 而 也 必然 会 出 现任 意 多 次 . 这 
是 因为 , 第 1 次 试验 中 全 不 出 现 的 概率 为 1 一 se, 前 ”次 4 都 不 出 
现 的 概率 为 (1 一 2)", 因 之 前 4 次 试验 中 至 少 出 现 1 次 的 概率 
为 1 一 (1 一 26)" aoh R ARAF 1. 这 表示 4 迟早 出 现 1 
次 的 概率 为 1; 出 现 4 以 后 , 把 下 次 试验 当 作 第 1 次 , 重复 上 述 推 
PB, 可 见 A 必然 再 次 出 现 , 如 此 继续 ,可知 A 必然 出 现任 意 多 次 . 
应 用 此 原理 于 伟人 问题 ,一 个 人 成 为 伟人 的 概率 < 固然 非常 小 ,但 
子 百 万 人 中 至 少 有 一 伟人 就 几乎 是 必然 的 了 . 

“PRB THER Ae MARLEE. 它 的 特殊 情形 
是 频率 的 稳定 性 ， 即 频率 赵 于 概率 ， 设 茶 试验 中 事件 4 出 现 的 概 
率 为 poo, 将 此 试验 独立 地 重复 = 次 , HP ARMS mk, 于 是 
频率 为 m/n 根据 大 数 定律 , 当 ”cc 时, DRA mn p. 因此 ， 
3$ n 充分 大 时 ， 得 mænp. 

我 们 不 能 确切 预知 一 个 婴儿 的 福 别 ,只 知 他 是 男性 的 概率 为 
1/2: 但 由 上 述 定律 ， 我 们 可 以 断言 ，100 ABIL, 约 有 1/2 Bl 
50 万 个 男 婴 ， 这 几乎 是 必 热 的 . 
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26.2 随机 试验 


每 个 随机 事件 痢 联 系 了 于 一 随机 试 狂 ， mp UE dE T — x 
Bi PL SR fF. 
EE TREE C — (Guess. He, 代表 第 i 个 条 件 ， 如 
aU ATR. ÆC PR. -~- 定 出 更 的 事件 4 PRA GD OC 的 ) 必然 事 
Pt. 其 模型 为 
;pA (2. D 
Cu 


随机 试验 “简称 试验 ) E 的 模型 则 为 


Cl CA), pi 
: iM : (2. 2) 


(Any Pa) 

CRM: 在 条 件 组 C= (cc cs) 下 ,可 能 出 现 的 结果 是 A, 
A 中 之 一 ,一 次 试验 中 出 现 4; 的 概率 为 po 127 5790, pit 
pz 十 十 pm 二 1， 有 时 也 称 A 为 状态 . 

由 于 A 在 一 次 试验 中 可 能 出 现 〈 概 率 为 p;)， 也 可 能 不 出 现 
(概率 为 1 一 疡 )， 所 以 A; SEPALS. G1. reso. RIB 
E m221l 以 保证 下 的 随机 性. AnJR fer m=i, 这 时 (2.2) 便 化 为 
(2.1)， 于 旦 必然 事件 可 看 成 为 概率 是 1 的 随机 事件 ， 

例 2.1 Todi Geo) PRERA Co 硬币， 登记 
朝 上 的 面 . 2 个 可 能 的 状态 及 概率 分 别 为 

CA, p) = ( 正 ,1/2}1(As pa) 一 ( 反 ,172)， 
Bic SILER. RR E. R” A "k, B”. 

42.2 BARTS ERI. “AXR A mR IR 
SERE SS BRERTFREZSERARER NE iB IX. ARARA 
一 种 活动 像 战争 这 样 从 各 方面 和 侦 然 性 经 常 接 触 . " 天气， 一 次 射 
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击 的 效果 , 一 个 士兵 的 暴露 , 辣 令 官 选 择 策略 …… 部 有 偶然 性 .我 
们 本 忆 把 甲 忆 双方 进行 的 战争 看 成 -…- 戎 机 试验 ,条件 人 忆 由 双方 卓 
前 的 军事 、 经 济 等 情况 组 成 ， 可 能 的 结果 有 4: 
A.—— Bi bs A, oo ZAE AHR: 
A, 00 WEB D. 
FERRE UH. 很 难 确定 A BU CS. 它 随 事态 发 展 而 逐步 明确 ， 以 
后 会 看 到 ， 这 昨 归 一 型 的 随机 试验 . 

条 件 忆 决定 各 状态 的 概率 pe jmd. ors m, p TEC 的 
ZA. 如 和 何 从 忆 求 出 疡 是 -非常 重要 而 一 般 交 很 困难 的 问题 ,多 
数 情 况 p, 是 CC 的 非 线性 泛 注 ,除了 “各 结果 等 可 能 ”或 “几何 琶 
率 ” 等 几 种 特殊 情况 外 、 并 无 求 p, 的 一 役 方 法 ,需要 具体 和 疝 题 具 
体 解 决 ， 但 对 可 重复 试验 ， 如 果 精 确 度 的 要 求 不 志高 ， 如 前 面谈 
的 可 以 用 频率 来 近似 地 求 出 os 由 于 频率 是 客观 的 存在 ， 所 以 
| 9 吕 重 复试 验 ， 囊 件 的 概率 是 客观 的 , 不 能 由 人 主观 地 任意 赋 
$C, 

我 们 说 随机 试验 E 是 可 重复 的 , 是 指 在 相同 的 条 件 忆 下 ,可 
将 互 不 断 地 独立 地 进行 下 去 . 上 上述 例 2.1 中 试验 是 可 重复 的 ， 人 
们 可 将 此 硬币 不 断 势 搓 . 所 谓 重 复 可 如 下 理解 : 或 将 五 在 C 下 独 
立 进 行 on Ms Mn PS OE MAAR EL. Eo, E, EC FE 
时 各 进行 1 次 ; RR Th EMAAR EC TERE T 
次 ， 使 总 次 数 为 六 

引进 时 间 :， 便 得 到 随机 试验 的 动态 模型 : 


ci QD 

. CA, p Q5) 

: — (2.3) 
CAS PAGO, 

e, C) 


FB 1 > 50) 20.5.00 + t+ pO = 3. X 6O0. 5:00 分 别 
表示 在 时 刻 t 8958 : PARR A, 的 概率 . 在 上 时 ,也 许 减 少 了 、 也 
许 新 增 了 一 些 条 件 , 所 以 #4 也 应 依赖 于 1, Ble =), Bn 一 
m). 不 过 为 了 记号 简单 , 把 上 RET. 现在 还 介 许 AG) = 0, 以 
恒 表 示 在 1 时 A, 不 可 能 出 现 ， 尽 管 在 别 的 时 刻 A, 可 能 出 现 . 
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VA e # DERE ROA. O-cexloc. 全体 随机 试验 可 分 成 
Ax 3 eps. 
a. UI OU. 存在 一 个 状态 AL, fii 
limp, ( — 1. (2.4) 
BRN; APRS AT. A, 出 现 的 概率 越 来 越 大 ， 最 后 成 为 
必然 事件 , 于 是 偶然 性 逐渐 转化 为 必然 性 . 在 在 一 临界 时 刻 &a. 使 
pit) 2e 9094 .— We € [a.e). 
jd dem Qa ths. UA 的 概率 已 不 小 于 5. 9. 称 [e. e) 为 转 
EKE. 其 长 e 一 a 随 问题 而 定 , 上 述 例 2. 2 便 是 归 一 型 的 . 例如 、 
到 1944 年 冬 , 二 次 大 战 中 日 本 失败 已 成 为 定局 . 许多 比赛 也 是 遇 
一 型 随机 试验 . 
b. FAA: TERR 


lim pt) =q ze 0,— rs (2. 5) 
而 且 至 少 有 二 个 状态 A. AQ 和 使 
ge 0. qj270. (2. 6) 


这 表示 ,即使 试验 临近 结束 , 仍然 不 能 断定 哪 一 状态 必然 出 现 , 从 
而 随机 人 性 贯彻 始终 . 例 2.1 属于 分 散 型 ， 因 为 6.00 — 60D = 
172. 又 如 : FER AIRES. Hardy-Weinberg 定律 表示 ; 对 
3 种 基因 型 44，4a，aae， 第 上 子 代 取 这 些 型 的 概率 分 别 为 
BKAA) = p’, pla) = 2pg > 0, plaa) = g. 
它们 与 t=1. 2,3, “ER, 5. ¢ 为 正常 数 、 故 基因 型 试验 是 分 
RM B. 
一 般 好 ， 如 在 时 刻 上 1，2，3，… 将 同一 试验 重 做 1 次 ， 假 
定 这 些 试 验 彼 此 无 关 地 独立 进行 , 则 疡 人 mq; 与 上 无 关 , 一 1，2， 
om. 因 试验 是 随机 的 , 至 少 有 2 个 非 0 的 9,,， 于 是 这 一 列 试验 
是 分 散 型 的 ， 由 此 可 见 ， 分散 型 试验 非常 多 . 
ce， 振动 型 至少 有 一 状态 上， 使 极限 Jim p, (2) 不 存在 ; 也 就 
是 说 ， 
imp, (2) > lima, @), (2. 7) 
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作为 一 例 , 考虑 XUL ET. A ARERR. A ERAPR. pi) 
是 第 BPR. 由 于 大 气 影响 飞行 . 好 日 子 事故 少 . 
LAs; 表示 好 日 子 , tj 表示 坏 日 子 ， 有 

limp, 《fy = lim; G) 


> limp. (i) = limp. (i). 
"e = 


因而 改行 可 看 成 振动 型 随机 试验 . 

上 述 3 种 类 型 已 穷尽 一 切 随 机 试验 ， 每 一 试验 必定 也 只 能 属 
于 三 者 之 -…. 下 面 将 看 到 、 这 种 分 类 对 讨论 拉 普 拉 斯 的 决定 论 很 
有 帮助 . 

HEHH PU) = (Gh D vo BLU RREA 


LI —- S 
KPG) 一 一 2) p (log p, CO. 


它 是 此 分 布 的 偶然 性 大 小 《或 称 为 混乱 程度 的 量度 ， 也 可 把 它 
看 成 定义 在 分 布 所 成 集合 上 的 省 函 . PBK) BATE 
也 越 大 . 可 以 证 明 , 当 了 (0 为 均 名 分布 (17m,…,17m} 时 , LC 
XÍ[Hlogm. 容易 看 出 : 

对 归 一 型 试验 , im1(PG)) = 0; 

对 分 散 型 试验 , im CPG)) > 0; 

对 振动 型 试验 ， lim (P01)) 不 存在 . 

故 用 坑 的 极限 、， 也 可 区 分 这 3 类 试验 ， 

更 广泛 的 随机 事件 .是 一 系列 随机 试验 串联 的 结果 ， 例 如 上 
述 伟 人 的 诞生 ; 另 一 些 则 是 由 许多 试验 并 联 而 产生 ， 如 碰撞 或 巧 
遇 ， 最 一 般 地 ， 可 以 同时 考虑 串联 与 并 联 ， 于 是 得 到 复合 随机 试 
验 的 图 式 (图 20. MAFA E fX — BB PLI S. 

巧遇 是 一 种 复合 试验 , V BERE RECEN RECESSU BUB. IS 
遇 是 小 概率 事件 ， 它 一 般 不 会 出 现 : 而 一 旦 出 瑰 ， 就 可 能 创造 奇 
xr. 例如 : 美国 有 15 ABSIT 15 分 的 排练 ,他们 都 因 不 
局 原因 而 壕 到 ; 那 晚 排练 室 被 人 放 了 定时 炸弹 ,7 时 25 HELIX 
15 人 全 因 迟 到 而 免 于 难 ， 真是 幸运 之 至 .又 如 : 地 球鞋 生命 的 出 
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现 也 是 一 系列 巧合 的 结果 ， 
它 要 求 地 球 离 太阳 不 远 不 
近 ， 质 量 不 大 不 小 ， 恰 好 部 
证 现 在 那样 ， 还 要 求 有 一 个 
大 得 出 奇 的 卫星 (月亮 ). 等 
SF. 由 于 这 种 巧 台 的 概率 太 
小 ,不 少 人 认为 人 类 在 字 定 
中 是 孤独 的 ， 不 存在 地 球 外 
的 生命 ， 人 的 一 生 有 许多 巧 
ii. SPP PLS. A 
-ERRER BHAY 
于 抓 住 、 利 用 其 至 制造 好 机 会 ， Hi ERRARE. du Hi 
“ 巧 ”的 尺度 是 概率 的 “小 "统计 学 家 利用 小 概率 事件 来 作假 设 
检验 : 存 假设 吾 下 设计 一 个 小 概率 璧 如 1%) 事件 AL EK 
RP. 这 事件 一 般 不 会 出 现 ; ARERR. RAR 
得 不 怀疑 假设 H 的 正确 性 , 因 之 否定 于 ,在 一 些 复合 试验 中 , A 
然 性 的 后 果 可 被 层 记 放大， 例如 ， 某 甲 因 遇 上 好 友 包 喝 了 酒 ， 上 
会 共 汽 车 后 呕吐 ， 司 机 因 躲 吉 呕 吐 使 车 失控 而 打 横 ， 这 时 后 面 紧 
蹊 上 来 的 另 一 辆 车 紧急 转向 道 旁 而 翻 人 河中 ， 造 成 惨案 . 


26.3 偶然 性 的 客观 性 


偶然 性 是 客观 的 吗 ? 这 是 历史 上 长 期 争论 的 著名 问题 ， 爱 因 
斯 坦 与 坡 尔 的 争论 实质 上 也 与 此 有 关 .， 一 些 人 认为 ， 世 界 是 决定 
性 的 , (B ERTE I ECIB T AE] HAR. 如 时 我 们 能 顶 知 一 切 情况 ,以 
后 的 发 展 便 全 已 知 ， 半 于 这 点 1814 年 拉 普 拉 斯 说 得 很 明确 :“ 智 
慧 如 果 能 在 某 一 瞬间 知道 效 动 着 自然 的 一 切 力 量 ， 知 道 大 自然 所 
有 组 盛 部 分 的 相对 位 置 ， 再 者 ， 如 果 它 是 如 此 浩瀚 ， 足 以 分 析 这 
些 材 料 ， 并 能 把 上 至 庞大 的 天 体 、 下 至 微小 的 原子 的 所 有 运动 悉 
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数 曼 括 于 一 个 公式 之 中 ， 那 么 ， 对 于 它 来 说 ， 就 没有 什么 东西 是 
不 可 告 的 了 ， 无 论 是 将 来 或 过 去 ， 在 它 面前 都 会 明 然 若 揭 . ”( 拉 
普 控 斯 : 《概率 论 的 哲学 试验 》) 按照 这 种 观点 , 宇宙 的 一 切 发 展 ， 
早 在 混沌 初 开 时 就 已 决定 . 2 次 过 界 大 战 、 肯尼迪 遇刺 . 某 人 手中 
所 齐 到 的 叔 付 扑克 牌 的 花色 ， 都 是 百 亿 年 前 就 已 注定 了 的 ， 堆 也 
不 会 同意 这 些 意见 ， 然 而 这 竞 出 自 大 科学 家 之 手笔 不 能 不 令 人 
AB, 难道 他 豪 无 道理 蚂 ? 

有 些 本 来 是 必然 的 问题 ， 由 于 无 知 ， 被 人 们 当 作 随机 问题 来 
处 理 。 例如; “存在 地 球 外 的 生命 吗 ?” ARLA E” R 
e". 但 现在 ， 由 于 我 们 知识 的 贫乏 ， 只 能 作出 如 下 概率 式 的 加 
Wn. “存在 球 外 生命 的 概率 超过 90%” 类 似 地 ， 人 们 常 说 :“《 金 
瓶 梅 》 的 作者 很 可 能 是 王 从 贞 *，“ 很 有 希望 从 地 下 挖 出 王 散 之 写 
的 《兰亭 序 入 等 等 对 于 这 种 人 造 的 伪 随 机 事件 ROBERT R 
点 是 正确 的 . 

对 归 一 型 试验 ， 由 于 limp, Ce) = 1, 它 逐 渐 转 变 为 必然 试验 ， 
因此 ， 只 要 观察 时 刻 落 人 转化 区 向， 大 们 就 能 很 准确 地 预言 试验 
的 结果 .对 这 种 试验 . 拉 普 拉 斯 的 论点 也 有 充分 理由 

然而 ， 对 于 分 散 型 试验 ,情况 就 不 同 了 ， 这 里 偶然 性 贯彻 始 
终 ， 直 到 试验 结束 ， 仍 然 至 少 有 2 个 状态 都 可 能 出 现 ， 无 论 知识 
如 何 丰富 ， 决 不 能 唯一 地 、 次 定性 地 预言 试验 的 结果 ， 预 言 只 能 
是 概率 式 的 : HA A 的 概率 为 a”. 例如 ,无论 怎 么 联 明 , 无 论 
知识 和 经 验 如 何 丰富 , 谁 也 不 能 顶 知 玩 扑克 时 下 次 手中 牌 的 花色 ， 
由 此 可 见 ， 至 少 对 分 散 弄 试验， 随机 性 是 客观 存在 的 , 

再 考虑 振动 型 . 不 妨 设 只 有 2 个 状态 A 与 4 RA mt, 
那么 把 A;; … An 合并 到 A: 中 成 一 新 状态 , 仍 记 后 者 为 4;). 由 
振动 型 定义 , 存在 2 个 不 相交 的 数列 some, tones HEY colt 

pits) +a = limp, (2), Dld b= limp, (4), 


其 中 lee>bSo. WF ft) + B = 1. 
pis) ~1l— as, pitt) + 1— b. 
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共有 3 种 情形 , 
a. a=1, 6—0, 于 是 
PG) = ls plti) I. 
从 而 沿 isp A, 逐步 变 为 必然 状态 , 而 沿 (1. MEA BABA 
然 的 .于 是 在 此 二 时 间 序 列 (s. (G0 上， 此 试验 分 别 化 为 二 不 
同 的 归 一 型 试验 ， 其 一 最 终 必 内 更 4 ， 另 一 最 终 必 出 现 A. 
b. axil. 这 时 
bits} ea > 0. fs) 1—a70, 
TREE isb EAE Eni p. 
c. &>0. 这 时 
p 5790, plt) — 1 — >o, 
于 是 沿 15}， 此 试验 也 是 分 散 包 的. 
复合 试验 , 如 果 不 是 人 的 预谋 , 太 多 数 是 不 能 准确 预测 的 . 因 
为 ， 只 要 其 中 包含 一 个 分 散 型 的 子 试 验 ， 整 个 试验 的 结果 便 不 能 
确切 地 唯一 地 决定 ， 


26.4 非 重复 随机 试验 


科学 需要 重复 ， 不 能 重复 的 一 次 性 现象 ， 科 学 中 一 般 不 于 研 
究 ， 因 为 缺乏 客观 的 检验 ， 然 而 实际 中 有 许多 问题 ， 意 义 非常 重 
大 ， 人 们 津津 有 味 地 议论 它们 ， 却 不 幸 是 非 重复 的 。 例 如 :近期 
能 再 爆发 世界 大 战 码 ? 某 人 会 患 痛 症 吗 ? 某 地 会 发 生 大 地 震 吗 ?我 
们 能 否 计算 这 些 事件 的 概率 ? , 

原则 上 说 , 概率 由 试验 的 条 件 决定 ; 只 要 给 出 了 随机 试验 , 概 
率 也 就 决定 了 .但 在 实际 问题 中 ， 情 况 要 复杂 得 多 ， 一 是 试验 的 
条 件 有 时 难以 确切 地 叙述 ， 例如， 把 爆发 大 战 看 成 试验 ， 条 件 应 
该 是 哪些 呢 ? 二 是 从 条 件 推算 出 概率 ， 也 往往 很 不 容易 ， 演 绎 扒 
理 或 计算 ， 有 时 非常 困难 . 

对 于 重复 试验 ， 如 果 精 度 要 求 不 很 高 ， 总 可 以 用 频率 通 近 以 

* 376 * ` 


求 出 概率 的 近似 值 ， 但 对 非 重 复试 验 ， 已 无 频率 可 言 ， BA, A 
无 其 他 近似 方法 呢 ? 

一 种 方法 是 适当 修改 条 件 . 设 试验 记 的 条 件 组 为 C, 在 C 下 
EIER; 今 适当 修改 C 为 C', 而 在 CC 下 则 是 可 重复 的 , 于 是 化 
归 重 复试 验 ， 其 代价 是 要 辆 牲 一 些 精 度 ， 采 用 此 法 时 ， 还 要 求 试 
验 结果 对 条 件 不 要 过 于 敏感 ， 即 要 求 试验 有 适度 的 稳定 性 ， 以 免 
FR MSR. MARHA RST. BAIR “RE 
A. 

例如 ， 试 求 “ 地 球 以 外 存在 生命 ”的 概率 ， 本 来 ， 每 颗 星 球 
的 情况 千差万别 , 但 可 采用 下 述 近 似 方 法 , 限于 自前 科学 水 平 , 只 
考 虚 银河 系 .银河系 中 恒星 数 约 为 3X107, 其 中 生物 可 居住 的 行 
星 数 约 为 65x 107. 这 些 行星 中 , 谨 每 颗 有 生命 的 概率 不 小 于 e 于 
是 每 颗 星 无 生命 之 概率 不 大 于 1 一 e: 于 是 65X107 MIF BREE 
命 之 概率 不 大 于 (1 一 08. 于 是 至 少 还 有 一 颗 行 星 上 有 生命 
的 概率 不 小 于 1 一 0-205, Resp, 只 要 它 大 于 0, 最 
后 一 概率 充分 接近 于 1, 因此 , 我 们 对 存在 球 外 生命 其 有 信心 . 在 
这 里 ， 我 们 把 观察 1 颗 行 星 当 作 1 次 试验 ， 并 把 它 重复 65X107 
次 . 

义 如 ， 变 求 出 病人 术 某 存活 期 的 分 布 ， 通 过 检查 ， 发 现 他 的 
病情 与 其 他 一 些 人 相似 ,而 后 者 皆 已 作 古 ， 其 存活 期 是 有 案 可 查 
的 .根据 记录 可 制 出 已 作 古 者 存活 期 的 经 验 分 布 ， 于 是 人 们 便 以 
此 分 布 作为 李 某 存活 期 分 布 ， 从 而 预测 他 还 能 活 多 少时 间 及 对 应 
的 概率 .其实 李 某 未 必 与 那些 人 情况 全 同 ， 只 是 大 体 相 似 罢 了 ， 

保险 公司 也 可 采用 其 他 方法 ， 鲍 如 因素 评分 法 ， 列 出 影响 大 
命 的 一 些 重要 因素 如 心脏 、 血 管 、 大 脑 的 病变 程度 等 ， 把 每 因素 
的 指标 分 成 若干 等 级 ; 给 每 一 等 级 评分 (相当 于 “加 权 ”); 最 后 
根据 李 某所 得 总 分 按照 某 种 算法 以 求 出 其 存活 期 的 分 布 ， 此 法 既 
有 一 定 的 科学 道理 ,但 也 有 主观 性 ， 因 为 评分 多 少 以 及 采用 什么 
算法 都 有 选择 的 随意 性 .对 此 人 们 不 必 大 惊 小 怪 ， 其 实 许多 社会 
活动 如 选拔 、 比 赛 、 评 估 等 等 都 离 不 开 因 素 评分 法 。 它 常常 能 在 
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很 大 程度 上 反映 实际 情况 . 
除 上 述 2 种 方法 外 还 可 采用 模拟 方法 以 计算 非 重 复 事 件 的 
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sg le 论 混沌 与 随机 


27.1 随机 迭代 与 随机 混沌 


混沌 学 是 一 门 重要 的 新 兴学 科 .， 人 们 对 混沌 与 随机 性 〔 即 偶 
RHE) 的 关系 膛 众说 纷 经 ， 其 原因 之 一 在 于 对 随机 性 的 理解 .由 
于 对 随机 性 的 认识 不 同 ， 甲 说 由 决定 性 产生 了 随机 性 ， 而 乙 则 说 
混沌 绝 无 随 机 性 . 至 今 数学 上 剂 画 混 沌 过 程 都 是 用 决定 性 的 方程 ， 
如 差分 方程 、 微 分 方程 等 ， 还 没有 随机 性 的 数学 描述 ， 用 差分 方 
种 所 作 的 决定 性 迭代 是 产生 混沌 的 一 种 重要 途径 ， 理 论 上 它 确 是 
决定 性 的 ， 然 而 实际 中 特别 是 在 计算 机 的 运算 中 ) 用 的 却 是 随 
机 选 伐 ， 因 此 我 们 先 给 出 随机 选民 的 数学 模型 ， 

以 工 表示 维 欧 氏 空 间 R 中 的 区 间 , 点 x C Rigas = 
Grim) CR. 次 已 给 映射 ff; d — 1.fGo—i.e 
FOOD. 它 把 点 cel meal fir) € I. ELERE 

fOr = fi. = FOF Cry), (1.1) 
LP7Y 构成 一 离散 动力 系统 , 它 是 决定 性 的 . 

今 固 定 始 值 & 而 定义 co). ox, = FG = fuU. 称 序 
列 (by. c) WH Oy 开始 的 由 了 产生 的 轨道 ， 或 简称 如 -轨道 ; È 
当然 也 是 决定 性 的 , BU. 尾 二 轨道 Us n). (ob. x. RES 
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bo. WA ox. — E)nazi. 

但 在 实际 中 , 往往 不 能 准确 上 到 定 bu. MAZE bo OSU A 
b, BM, b= V2 时, 为 了 运用 计算 机 ,人们 只 得 取 菜 有 理 近似 
(AW b.— 1. 4140, 于 是 产生 一 -次 误差 ; HB. = (4) 也 很 可 能 
需 代 以 近似 值 6.4 二 次 误差 ); 于 是 误差 不 断 积累 ， 如 果 又 对 始 
值 敏感 ， 便 会 产生 更 严重 的 后 果 ， 而 且 难 以 预测 . 

BE lB a = (20 € I RERE EIER HER 
Nae), ARRERA 


Gr; — a; 


fao = Qno 7. | expl 一 € 


1 
| 
i 


Nese) 在 7 上 的 概率 记 为 WP = | fdr. 考虑 函数 gus GO 
= faGGO/MODUBUA gu GO 为 密度 的 概率 分 布 为 ways) TE T 
bk ff) a Fe ik AS op ip HII a a ON, Cae). 

对 已 给 映射 A Fol. BA OO ET. MA N, e) 中 随机 抽取 
— [d Bi b, 6, = FL BRA WE) P BÉBDLUBE EK — 8] B 61 By 
= (20; 一般 地 ,取出 5, 后, M NO, e) 中 随机 抽取 一 向 量 五 而 
4 By = fO. 称 人 地) 为 自 名 开始 的 由 了 产生 的 随机 选 代 序 列 ， 
或 如- 随机 轨道 ， 它 之 所 以 随机 ， 是 由 于 多 次 的 随机 抽样 . 

我 们 来 证 明 ，  (5.) A GENF) 马尔 可 夫 链 (Markov 
Chain). ERE, 4 bi En 29 AE qu] BY b = FG). 而 b, 来 自 
母体 分 布 Ne), ea OAT eao HERF b. 而 与 其 前 之 
bo ot, & HK, At (2.3 是 马尔 可 去 链 . 

现在 来 求 此 链 的 转移 概率 PG bg + 1,A). CEZ: 步 时 位 
于 如 ,第 i 十 1 步 时 转 人 集 及 中 的 概率 ， 此 链 第 i 步 时 位 于 5 的 条 
fTSDEWB P... fu P. We ACT (A 为 可 测 集 )，、 有 

PO,8;3¢ + 1,4) = PO, € A) = PEF) € A) 


= Ex, GF = taU G2 Gah eer 
= fera (2) Osx dr 
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g, lade, (1.25 
A: ' 


HP Yo) = 1 KO. MvCRRMVER ME: XES) = 
(rix €E, fir) € A). 

ibid wh e—o.23EEEE Na. O 为 集中 在 a 上 之 单 点 分 布 
ê 4 FO» € AMS € ff 'CA) 时 ,形式 上 ， 由 上 式 得 

Peer 一 | Ode = 1. 

EUA PG, bait 1, A) — 15K b, = (OO. 于 是 此 时 化 为 决 
iE FEET. 

注 1.2 误差 分 析 中 常 出 现 正 态 分 布 ， 所 以 我 们 也 用 正 态 分 
布 ， 其 实 以 上 推理 适用 于 其 他 以 b 为 数学 期 望 的 分 布 . 

ib dE p SRM. AIMED. 通常 假设 SAK 
Zk m ALT A (SUE AR. 这 样 产 生 的 15.) 人 重 很 可 能 产生 混沌 现 
SRL. SEES RERE. AERA TE ERA. 

上 述 模型 可 稍 推广 如 下 : GBR f ATERA AECA 
CR ft= fiz. xe lA A. HA BER. Gs AD BEL 
— TRA. FETA EE YR. 由 随机 近代 产 生 的 混沌 称 
为 随机 沪 沌 ， 以 区 别 于 由 决定 性 迭代 所 产生 的 决定 性 混沌 .可 能 
HARTAR THER, WEHA. RTA- TRR EA 
出 现 , m HRE A 而 变 ; 这 当然 是 非常 有 趣 的 课题 . 决定 
性 混沌 可 看 成 当 s 一 4 时 的 随机 性 混沌 ， 这 在 注 1. 1 中 可 以 看 出 . 


27.2 混沌 、 随 机 性 与 决定 性 


关于 这 方面 有 不 少 不 同 的 、 甚 至 截然 相反 的 观点 . 试 作 一 简 
单 回顾 ， 哲 学 上 … 个 长 期 争论 的 重要 问题 有 是， 世界 是 决定 性 的 还 
是 随机 性 的 ? 2 种 观点 都 各 有 大 科学 家 的 支持 RAMS Kea 
者 ， 他 说 “上 帝 不 会 玩 朋 子 ”， 而 玻 尔 则 辑 和 营 说 :“ 我 们 不 能 断言 
上 帝 该 干什么 "254 这 2 种 观点 是 难以 调和 的 . 但 由 于 混沌 学 的 
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AGE. c5 AKA BUE TES BS PLUE C [8] B9 38 TERS PIR: FR 
定性 可 以 产生 随机 性 ， 而 且 是 内 在 的 随机 性 (有 凤 不 是 由 于 外 界 偶 
然 干 扰 所 产生 的 外 随机 性 ). 例如 , 福特 指出 , 混沌 是 次 定性 的 随 
机 性 1434， 另 一 种 说 法 更 清楚 些 :“ 混 沌 是 次 定性 系统 的 内 在 随机 
性 ”由 类 定性 可 产生 随机 性 , 确 是 惊人 之 谈 . 他 们 论证 如 下 : xk 
{tot s, = flr.) 是 染 定 性 的 ,但 对 某 些 敏 感 消 数 A. (n) En 
很 大 时 不 可 预测 ， 因 而 是 随机 的 ， 一 个 著名 的 例子 是 Ulam von 
Neumann BRAY fiC 1.12 -- (Leds fed == 1 — 237. 选 代 式 
为 


2 一 2 (2.1) 
作 变 换 r=cost GH. PMR Ie, 一 一 cos(2"cos e. 如 取 x, tE 
cos Ur/2m- 为 无 理 数 ， 则 | 

8, :一 ?"cos 'x,(mod 2r) (2.2) 
dÉ—QuBSULSE YU; 从 而 (x REN. TERR, AO te (CO, 2r] 上 均 
名 分 布 ， 则 zx 一 一 cosg 有 分 布 密度 为 14r 1 — x0. BERE 
ix) 来 自 具有 密度 为 17Cx V -五 ?的 母体 ,|z| L1. 于 是 ,从 
确定 系统 (2.10 产生 了 “随机 性 ” 

HIRE HRR., RETRE T MPL S tte 2 个 
不 同 的 概念 ， 伪 随机 性 并 不 等 同 于 随机 福 . 我 们 说 事件 4 在 某 条 
件 忆 下 是 随机 的 , 是 指 在 C FEITAS, A 可 能 出 现 也 可 能 不 
出 更， 即使 在 上 次 试验 中 出 现 了 。 FRA. Ban. 5 
硬币 这 次 得 正面 ， 下 次 未 必 仍 得 正面 ， 所 以 “出 现 正面 ”是 随机 
MP. FAS 5 次 得 “ 正 、 正 、 反 、 正 、 反 ”， 乙 扔 5 次 一 般 不 会 仍 
是 这 样 ， 因为 相 河 的 概率 只 有 1/32. 设 下 为 某 概 率 分 布 ,从 母体 
下 中 独立 地 抽取 m PK x s os Tae 称 此 数列 为 下 -随机 数 ， 此 数 
RAETH FARREA Fo es Fry 局 如 (x d e + ndm 
Hm ftp KAT RF PAPERS. F- 获 机 数列 的 一 个 显著 
特征 是 : WPA FPR 2. ， cer ABM F PRB yo ws’ 
ye WR in} 不 会 全 同 于 y. RECMBAAE Fo ts 
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F.OxTRASGDTESUDUNP EIE RE “LE” FS SEPTTC. 现在 假设 我 
们 用 某 种 类 定性 方法 (例如 ， 利 用 CZ. 1) XD 也 得 到 - - WR un. 
e gue 通过 统计 检验 ， 发 现 (6) BEHEM Ao ce’ Fo 但 
却 失 去 上 述 精 能 性 ， 也 就 是 说 ， 从 同一 始 值 出发, 出 、 乙 各 用 
此 法 得 2 Alia) Givi. 由 于 方法 是 决定 性 的 , 故 必 有 二 = 一， 
PA.c0v. m. Pll. 显然 不 能 称 (6o 为 -随机 数 (或 向 量 ) 94. 
大 们 醒 称 它 为 下 - 伪 随 机 数列 ， 由 此 可 见 ，(2.1) oS ERE RIS 
Ba PLS “发 生 嚣 ": 这 种 发 生 器 在 Monte Carlo 方法 中 是 司空 见 惯 
m. 

Hay, ARESE. BARRERA. Matt 
上 述 “ 混 沌 是 决定 性 系统 的 内 随机 性 ”, 应 改 为 “混沌 是 决定 性 系 
HRD REPL”. BaP UE “ERT Bee HEY LE”. 

在 男 一 方面 ， -AARE iu A Ee E s ULLA SE a S EE 
研究 组 4 位 教授 于 1987 4E 4 H TE Scientific American 上 发 表 的 
文章 《混沌 现象 》 中 说 :“ 混 沌 现象 是 丝毫 不 带 随 机 因素 的 固定 规 
则 所 产生 的 ”; 从 纯粹 理论 的 观点 看 , 这 有 一 定 道理 ,因为 选 代 范 
数 了 是 决定 性 的 ,但 还 需要 一 个 理想 的 荣 件 ， 即 始 值 及 每 次 选 代 
运算 都 必须 绝对 精确 ， 不 能 有 丝毫 误差 . 但 在 现实 中 ， 这 是 做 不 
Bl AQ. 即使 在 绝对 精确 情况 下 . 混沌 也 可 能 有 念 随机 性 〈 如 
(2.10 xD. 

本 篇 只 讨论 一 类 混 穗 ， 即 由 差分 选 代 所 产生 的 混沌 ， 我 们 认 
为 : 通常 所 能 观察 到 的 混沌 是 由 随机 选 代 所 产生 的 随机 混沌 ， 它 
是 由 一 列 随 机 事件 (由 IN (5,8) PRL ES) 与 决定 性 运算 (8,， 
一 f» 串联 而 成 ， 

by B — b, = fO — b b, = FB ee 
其 中 fi II 为 连续 、 非 线性 、 敏 感 映 射 ， 

在 文献 [3，6] 中 ， 作 者 论述 了 许多 过 程 都 是 随机 事件 与 必 
然 事 件 相互 串联 (及 并 联 》 的 过 程 ; 这 个 论点 在 混沌 学 中 找到 了 
新 的 强 有 力 的 支持 . 
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第 1 至 4 卷 均 属于 对 数学 的 专门 分 支 主要 是 对 马尔 可 夫 过 程 

的 研究 . 第 5 卷 则 是 离开 数学 专门 分 支 站 在 哲学 的 高 麻 探 讨 随机 

性 、 必 然 性 、 混 沌 等 哲学 问题 . 本 卷 则 是 站 在 更 高 的 高 度 即 在 数 
学 的 全 部 专门 分 支 之 上 ， 对 整个 数学 特别 是 今日 数学 的 新 认识 . 

本 卷 只 含 第 28 篇 . 该 篇 详细 地 论述 了 在 现今 高 科技 时 代 的 今 

日 数学 的 新 特点 ， 今 日 数学 在 科学 、 技 术 、 社 会 生活 的 各 个 方面 

的 广泛 和 有 效 的 应 用 ， 并 为 加 速 发 展 我 国 的 数学 学 科 提 出 了 很 好 

的 建议 ， 本 篇 是 作者 受 中 国 科学 院 煞 理学 部 委托 而 执笔 起 草 的 报 

告 ， 目 的 在 于 提高 人 们 特别 是 高 层 领导 人 对 今日 数学 的 认识 ， 以 

更 快 地 发 展 我 国 的 数学 学 科 ， 它 首先 发 表 于 《数学 通报 》1994 年 
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数学 物理 学 部 写 的 报告 ， 对 数学 在 国富 民 强 中 的 意义 ， 用 大 量 数 
学 中 的 成 就 和 精辟 的 分 析 作 了 雄辩 的 沦 亚 ， 对 数学 科学 和 数学 载 
育 的 发 展 都 有 重 天 的 指导 意义 ， 本 篇 征 得 作者 同意 ， 特 在 此 公开 
发 表 .“ 全 篇 分 四 部 分 . 第- -部 分 首先 论述 了 对 数学 的 几 点 新 认识 ， 
然后 论述 了 数 党 是 什么 ， 数 堂前 成 分 ， 数 学 的 特点 以 太 现 代数 学 
的 特点 , 最 后 论述 了 数学 的 发 展 趋势 . 第 二 部 分 列举 了 一 些 60 年 
代 以 上 后 数学 的 若干 重大 应 用 ， 以 说 明 宁 宙 之 太 、 类 箭 之 速 、 化 工 
ZH., ARZE, tpit., UA SRSA CAEP. RRA 
数学 的 重要 贡献 。、 甚 至， 有些 重要 间 题 的 解决 、 数 学 方法 是 唯一 
的 也 就 是 说 ， 除 数学 外 ， 任 何其 他 方法 . hie, FASS 
莫 展 ， 第 三 部 分 叙述 了 我 国 近 些 年 来 在 数学 应 用 中 取得 的 部 分 成 
绩 , 主要 列举 了 16 项 . 第 四 部 分 对 如 何 发 展 我 国 数学 科学 提出 一 
些 建议 ， 为 使 我 国 成 为 数学 强国 而 奋斗 . 
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SORE 今日 数学 及 其 应 用 


本 篇 的 目的 是 双重 和 互补 的 : 一 是 论述 数学 在 国富 民 强 中 的 
重要 意义 ; 二 是 通过 近年 来 数学 在 我 国 的 许 才 应 用 来 证 实 这 种 意 
文 的 真实 性 ， 从 而 希望 提 高 人 们 对 数学 的 认识 . 

数学 与 人 类 文明 同样 古老 ， 有 文明 就 必须 有 数学 ， 缺 乏 数学 
不 可 能 有 科学 的 文明 ， 数 学 与 文明 同 生 并 存 以 董 干 十 然而 一 些 
人 对 数学 的 认识 却 并 未 达到 应 有 的 高 度 , 他 们 的 眼光 受到 局 部 芍 ， 
短暂 的 急 功 好 利 的 限制 ， 只 有 从 国富 民 强 的 广阔 视野 中 来 考察 和 
研究 数学 ， 才 能 得 到 正确 的 符合 实际 的 认识 . ERB. BAF I 
志 提 出 “科学 技术 是 第 一 生产 力 ” 的 著名 论断 是 十 分 正确 的 ， 在 
美国 ,科学 院 院士 ]. G. Glimm 也 曾 因 上 默 地 说 过 ; 40 年 前 , 中国 
有 人 名 名 言 '“ 枪 杆子 里 面 出 政权 ”; 而 从 90 年代 起 ， 在 全 球 应 是 
“科学 技术 出 政权 ” 的 确 , 近 现代 世界 史 证 实 : “国家 的 繁荣 昌盛 ， 
关键 在 于 高 新 科技 的 发 达 和 经 济 管理 的 高 效率 ”;“ 高 新 科技 的 基 
础 是 应 用 科学 , 而 应 用 科学 的 基础 是 数学 ” 这 一 历史 性 结论 充分 
说 明了 数学 对 国家 建设 的 重要 作用 . 其 次 , 由 于 计算 机 的 出 现 , + 
日 数学 已 不 仅 是 一 门 科 学 ， 还 是 一 种 羡 通 性 的 技术 : 从 航天 到 家 
庭 ， 从 宇宙 到 原子 ， 从 大 型 工程 到 工商 管理 ， 无 一 不 受 惠 于 数学 
技术 ， 因 而 今日 的 数学 兼 育 科学 与 技术 的 两 种 品质 ， 这 是 其 他 学 
科 所 少 有 的 . 数学 对 国家 的 贡献 不 仅 在 于 国富 , MARES RR. 
数学 给 予 人 人们 的 不 只 是 知识 ， 更 秆 要 的 是 能 力 ， 这 种 能 力 包括 直 
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高 民族 的 科学 和 文化 素质 中 处 于 极为 重要 的 地 位 ， 有关 的 进一步 
阅 述 请 见 本 篇 第 一 部 分 ;那里 还 谈 到 爱 因 斯 坦 的 见解 ,数学 与 No- 
bel 经 济 奖 、 数 学 的 特点 、 发 展 趋势 等 等 . 

1959 Æ 5 H, EP RARE CARA) RET (KARAS 
ZA). 精采 地 叙述 数学 在 “宇宙 之 大 、 粒 子 之 微 、 火 第 之 速 、 
fL LII. RSE. CY gi. 日 用 之 繁 ” 等 各 方面 的 应 用 , 很 
难 讲 得 更 全 面 了 ， 本 篇 第 二 部 分 补充 了 60 年 代 以 后 的 若干 应 用 ， 
其 中 可 以 看 到 ， 某 些 重大 问题 的 解决 ， 数 学 方法 是 唯一 的 ， 非 此 
"E RB. 也 就 是 涪 , 除数 学 外 , 用 任何 其 他 方法 、 仪 器 和 手段 ， 
都 会 一 筹 莫 展 . 作为 重要 的 例子 可 举 “ 沙 漠 风 暴 ”: 1990 dE BI EISE 
点 燃 了 科威特 数 百 口 油井 , PR RA; 美国 在 "沙漠 风暴 ”前 
兽 沽 虚 点 燃 所 有 油井 的 后 困 而 求教 于 太平 洋 - 赛 拉 研 究 公 司 ; 该 公 
司 利用 Navier-Stokes 方程 等 作为 计算 模型 ,在 进行 一 系列 模拟 计 
算 后 得 出 结论 : 大 淡 的 烟 等 可 能 招致 重大 的 污染 ， 但 不 会 失去 控 
制 ， 不 会 造成 全 球 人 性 气候 变化 …… DAR PER. AF 
以 有 人 说 第 一 次 世界 大 战 是 化 学 战 〈 火 药 )， 第 二 次 是 物理 战 〈 原 
TORO, 海湾 战争 是 数学 战 . 本 篇 第 二 章 中 还 有 一 些 远 非 八 股 文章 
的 有 趣 故 事 ， 可 供 一 读 . 

第 三 部 分 是 本 篇 的 重点 ,其 中 叙述 了 近年 来 我 国 在 数学 应 用 
中 所 取得 的 部 分 成 绩 ,这 些 桂 料 是 由 许 煞 研究 所 .大 学 和 生产 部 门 
书面 提供 的 . 应 用 的 范 畦 包括 :优化 .控制 与 统筹 ,设计 与 制造 , 质 
Beil ,预测 与 管理 ,信息 处 理 , 大 型 工程 ,资源 开发 与 环境 保护 ， 
农业 经 济 , 机 器 证 明 , 新 计算 方法 ,数学 物理 ,最 短 网 络 ,几何 设计 ， 
模糊 推理 ,军事 与 国防 ,其 他 , 共 16 项 . 我 们 希望 ,这 些 材料 会 使 读 
者 产生 这 样 的 印象 :数学 对 我 国 现代 化 所 起 的 作用 是 多 方面 的 、 深 
刻 的 .富有 成 效 的 ,而 且 往 往 是 其 他 方法 所 不 能 替代 的 . 

第 四 部 分 对 如 何 发 展 我 国 的 数学 科学 提出 一 些 建 议 . 三 年 前 “在 
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南开 大 学 举行 的 “21 世纪 中 国 数 学 展望 ”会 上 ,， 数学 大 师 陈 省 身 
教授 及 与 会 专家 认为 :“ 数 学 是 我 国人 民 擅 长 的 学 科 ; 我 国 完全 有 
希望 在 21 世纪 前 期 成 为 数学 大 国 、 数学 强国 ; 数学 应 该 率先 赶 超 
国际 先进 水 平 .近年 来 我 国 数学 工作 者 所 取得 的 许多 成 绩 甫 示 这 
一 理想 的 现实 性 . 尤其 是 最 近 三 届 国 际 奥林匹克 数学 竞赛 ， 我 冉 
EARP AEE AS RIGS UA. 每 次 消息 传 来 .人 
心 振 奋 , 我 国 数学 界 现存 有 能 人 ,后继 有 强手 . 如 果 能 得 到 党 、 政 
领导 和 全 国人 民 更 密 的 支持 ， 上 于 述 奋斗 号 标 是 完全 可 以 实现 的 . 


28. 1 数学 科学 、 高 新 科技 与 国家 富强 


1， 对 数学 的 新 识 识 之 一 “国家 的 繁荣 高 强 ， 关键 在 于 离 新 
的 科技 和 商 效 率 的 经 济 管理 . ”这 是 当代 有 识 之 十 的 一 个 共同 见 
解 ， 也 已 为 各 发 达 国 家 的 历史 所 证 实 ， 在 我 国 ， 邓 小 平 同志 把 科 
技 对 生产 建设 的 重要 手提 到 前 所 未 有 的 商 度 ， 他 提出 的 “科学 技 
术 是 第 一 生产 力 ” 的 论断 是 非常 正确 的 ， 在 美国 ， 科 学 院 院士 
G. Glimm th 8$ ASA RE UL. 40 4F AT. PRA aR “PAT TE 
面 出 政权 ” 而 从 90 年 代 起 , 在 全 球 应 是 “科学 技术 里 面 出 政权 ”. 
他 的 话 反 映 了 国外 许多 人 人 士 对 科技 重要 性 的 新 认识 . 从 最 近海 湾 
战争 可 以 看 出 ,高 技术 是 保持 国家 竞争 力 的 关键 因素 . “高 新 技术 
的 基础 是 应 用 科学 ,而 应 用 科学 的 基础 定数 学 ” 这 人 句 话 把 数学 对 
商 新 技术 的 作用 ,从 而 对 国富 民 强 的 作用 ,清楚 地 表达 出 来 . 当代 
科技 的 一 个 罕 出 特点 是 定量 化 . 人 们 在 许多 现代 化 的 设计 和 控制 
中 ,从 一 个 天 工程 的 战略 计划 .新 产品 的 制作 .成 本 的 结算 .施工 、 
验收 ,直到 贮存 .运输 .销售 和 维修 等 等 都 必须 十 分 精确 地 规定 大 
小 方位. 时间、 速度, 成 本 等 数字 指标 . 精确 定量 思维 是 对 当代 科 
技 人 员 共 局 的 要 求 . 所 谓 定量 思维 是 指 人 们 从 实际 中 提炼 数学 问 
题 , 抽 象 化 为 数学 模型 ,用 数学 计算 求 出 此 模型 的 解 或 近似 解 , 然 
后 向 到 现实 中 进行 检验 ,必要 时 修改 模型 使 之 更 切合 实际 ,最 后 编 
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制 解 题 的 软 忻 包 ,以便 得 到 更 广泛 的 方便 的 应 用 . 

2. 新 认识 之 二 ”数学 科学 对 经 济 发 展 和 竞争 十 分 重要 . 好 的 
经 济 工 作 考 沁 不 止 是 定性 思维 者 ， 他 不 能 只 满足 于 粗 线 条 的 大 致 
估计 ， 而 必须 同时 是 一 位 定量 趾 维 者 . 数学 科学 不 仅 帮助 人 们 在 
BERRA. MAATPAK. 包括 直观 已 维 、 逻 辑 推 理 、 精 
确 计 算 以 及 结论 的 明确 无 误 ， 这 些 都 是 精明 的 经 济 工 作者 利 科 技 
人 中 所 应 具 备 前 工作 素质 : 天 而 言 之 . 也 是 每 个 公民 的 科学 文 世 
素质 ， 所 以 数学 科学 对 提高 一 个 民族 的 科学 和 文化 素 笛 起 着 非常 
重要 的 作用 . 

3. 新 认识 之 三 “高 技术 本 质 上 是 一 种 数学 技术 . ”这 种 观 
点 已 为 越 玉 越 多 的 人 所 接受 . 许 允 西方 公司 意识 到 : 利用 计算 技 
术 去 解决 复杂 的 方程 和 最 优化 问题 ,已 改变 了 工业 这 程 的 组 织 和 
新 产品 的 设计 ， 数 学 大 大 地 增强 了 他 们 在 经 济 竞争 中 的 力量 ,无 
怪 平 美国 科学 院 院 士 J.G.Glimm 不 公称 数学 为 非常 重要 的 科学 ， 
而 且说 它 是 授予 人 以 能 力 的 技术 . 化 说 :“ 数 学 对 经 济 竞争 力 至 为 
重要 ， 数 学 是 一 种 关键 的 普遍 适用 的 ， 并 授予 人 以 能 力 的 技术 .” 
时 至 今日 ， 数 学 已 切 有 科学 与 技术 两 种 品质 ， 这 是 其 他 学 科 所 难 
的 ， 不 可 不 知 . 

由 于 对 数学 重要 性 的 重新 认识 ， 在 欧洲 建立 了 “欧洲 工业 数 
学 联合 会 ” 以 加 强 数 学 与 工业 的 联系 , 同时 培养 工业 数学 家 去 满 
是 工业 对 数学 的 要 求 ， 在 一 篇 有 关 的 报告 中 ， 列 举 了 欧洲 工业 中 
提出 的 20 个 数学 问题 ， 其 中 包括 ， GHB. SHARE. 
海 堤 安全 高 度 的 计算 、 密 码 问 题 、 自 动 生 产 线 的 设计 、 化 工厂 中 
定常 态 的 决定 、 连 续 铸 造 的 控制 、 霜 并 起伏 的 预测 、 发 动机 中 污 
轮机 构件 的 排列 、 电 化 学 终 图 等 等 ， 

4. 数学 与 Nobel 经 济 奖 ”数学 对 经 济 学 的 发 展 起 了 很 大 的 作 
用 . OR, 一 位 不 懂 数 学 的 经 济 学 家 决 不 会 成 为 杰出 的 经 济 学 过 
1969 至 1981 年 间 颁 发 的 13 个 庶 贝 尔 经 济 学 奖 中 , 有 7 个 获奖 工 
作 是 相当 数学 化 的 . 其 中 有 Kantorovich “由 于 对 物资 最 优 调拨 理 
论 的 贡献 ” 而 获 1975 年 奖 , Klein “设计 预测 经 济 变 动 的 计算 机 模 
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式 ”( 获 1980 F>. Tobin “投资 决策 的 数学 模型 ”( 获 1981 年 
奖 ) 等 等 , 在 经 济 学 中 , 用 到 的 数学 非常 广泛 , 有 的 还 很 精深 .其 
中 包括 线性 规划 、 几 和 何 规划 、 非 线性 规划 、 不 动 点 定理 、 变 分 法 、 
控制 理论 、 动态 规划 、 凸 集 理 论 ， 概率 论 、 数 理 统计 、 随 机 过 程 、 
有 限 结构 (图 论 、 格 论 )、 符 阵 论 、 微 分 方程 、 对 策 论 、 多 值 函数 、 
REWE. 以 及 Arrow 的 合理 意图 次 序 理 论 等 等 ,它们 应 用 于 经 
济 学 的 许多 部 门 ， 特 别 是 数理 经 济 学 和 计量 经 济 学 , 

s. 爱 因 斯 坦 的 见解 ”在 数学 与 其 他 科学 的 关系 方面 , 培根 曾 
说 数学 是 “ 通 向 科学 大 门 的 钥匙 ”; 伽利略 说 “自然 界 的 伟大 的 书 
是 用 数学 语言 写成 的 ” 物理 定律 ,以 及 科学 的 许多 最 基本 的 原理 ， 
全 是 用 数学 语言 表示 的 .引力 的 思想 早已 有 之 , ORAH MA 
精确 的 数学 公式 表达 时 ， 才 成 为 科学 中 最 重要 ， 最 著名 的 万 有 引 
力 定律 . 另 一 位 物理 大 师 爱 因 斯 坦 认 为 ,“ 理 论 物理 学 家 越 来 越 不 
得 不 服从 于 纯 数学 的 形式 的 支配 ”; 他 还 认定 理论 物理 的 “创造 性 
原则 离 于 数学 之 中 ” 他 自己 的 工作 证 实 了 这 一 思想 , IER REIL 
何 为 广义 相对 论 提供 了 数学 框架 。 科学 大 师 们 的 工作 和 思想 ， 引 
导 到 如 下 的 信念 ;“ 我 们 生活 在 受精 确 的 数学 定律 制约 的 宇宙 之 
中 ”, 正 是 这 种 制约 使 得 世界 成 为 可 认识 的 . 世界 可 知 是 唯物 认识 
论 中 的 最 重要 的 原理 . 

6. SFR, Be. 数学 是 研究 现实 中 数量 关系 和 空 
间 形 式 的 科学 . 虽然 时 间 已 过 去 一 首 多 年 ， 这 一 管 案 大 体 上 还 是 
恰当 的 ， 不 过 应 该 把 “数量 ”和 “空间 ” 作 广 义 的 理解 。 数 量 不 
仅 是 实数 ， 而 且 是 向 量 、 张 量 ， 甚 至 是 有 代数 结构 的 抽象 集合 中 
的 元 ;而 空间 也 不 只 是 三 维 空间 ， 还 有 维 、 无 穷 维 以 及 具有 某 
种 结构 的 抽象 空间 ， 这 样 ， 思 格 斯 的 答案 已 基本 上 包含 了 数学 的 
主要 内 容 ， 尽 管 还 有 一 些 重要 的 篇 章 如 数理 园 辑 等 包 不 进去 ， 

7. 数学 的 特点 ”数学 的 特点 是 : 内 容 的 抽象 性 、 上 应 用 的 广泛 
性 、 推 理 的 严谨 性 和 结论 的 明确 性 ， 数 学 虽 不 研究 事物 的 质 ， 但 
任 一 事物 必 有 量 和 形 ， 所 以 数学 是 无 处 不 在 、 无 射 不 用 的 .两 种 
事物 ， 如 果 有 相 后 的 量 或 形 ， 便 可 用 相同 的 数学 方法 ， 因 而 数学 

* 391» 


DOES. OLIM Rd. ARAR (Laplace) FW, BEAT 
用 来 表示 热平衡 态 ， 湾 质 动态 平衡 ， 弹 性 膜 的 平衡 位 置 ， 也 可 表 
示 静 态 电 磁场 ， 走 空中 的 引力 势 等 等 ， 数 党 中 严 谦 的 推理 和 -- 丝 
不 苟 的 计算 ,使 得 每 一 数学 结论 不 可 动摇 ， 这 种 思想 方法 不 仅 培 
养 了 数学 家 ， 也 有 助 于 提高 全 人 民 的 科学 文化 率 质 ， 它 是 人 类 蕊 
大 的 精神 财富 . BAT RR IL HiH: “世界 第 一 次 征 睛 了 
一 个 逻辑 体系 的 咨 迹 ,这 个 逻辑 体系 如 此 精密 地 一 步 一 步 推进 ,以 
致 它 上 每 一 个 命题 都 是 绝对 椒 容 置 绛 的 一 一 我 这 里 说 的 是 欧 几 里 得 
几何 ， 推 理 的 这 种 可 赞叹 的 胜利 ， 使 人 类 的 理智 获得 了 为 取得 以 
后 成 就 所 必需 的 信心 .” 

3， 数学 的 成 分 ”数学 大 体 上 可 分 为 三 类 部 分 : 基础 数学 、 应 
用 数学 和 计算 数学 .基础 数学 是 数学 中 的 核心 ， 也 是 最 纯粹 县 抽 
象 的 部 分 ， 它 大 致 由 三 个 分 支 组 成 : 分 析 、 代 数 和 几何 . 这 三 者 
又 相互 交叉 和 渗透 ， 从 而 产生 解析 几何 、 解 析 数 论 、 代 数 几何 等 
学科， 此 外 .研究 随机 现象 的 概率 论 ， 研 究 形式 锥 理 的 数理 逻辑 
等 ， 也 属于 基础 数学 . 

应 用 数学 研究 现实 中 具体 的 数学 问题 ， 它 既 采 用 基础 数学 的 
成 果 ， 朵 时 又 反 过 来 从 实际 中 提炼 问题 RI A 
丰富 基础 数学 ， 数 学 应 用 的 领域 虽 无 边际 ， 但 太 致 也 可 分 为 三 方 
面 : 经 济 建设 ( 工 、 农 、 商 等 ); 科学 与 技术 ( 特 划 是 高 科技 ); F 
事 与 国防 ， 详 述 见 后 ， 运 筹 学 、 控 制 论 与 数理 统计 等 学 科 中 ， 大 
部 分 内 容 篇 于 应 用 数学 ， 而 经 济 数 学 、 生 物 数学 等 ， 则 是 比较 标 
准 的 应 用 数学 学 科 . 

计算 数学 偏重 于 计算 ,早期 它 致 力 于 求 出 各 种 方程 《代数 方 
E. RO ARTE RADARS) 的 数值 解 . 近 40 年 来 ， 计 
算数 学 有 了 极其 迅速 的 发 展 ,这 主要 是 由 于 电子 计算 机 的 出 现 . 计 
算 和 机 的 高 速 计算 使 得 许 儿 过 去 无 法 求解 的 问题 成 为 可 解 ， 从 而 大 
大 扩展 了 数学 的 应 用 范围 ， 例 如 ， 短 期 天 气 预 报 、 高 速 运行 器 的 
控制 离开 计算 数学 和 计算 机 是 不 可 能 的 . 近期 , 由 于 计算 模拟 ， 
计算 辅助 证 明 GUO BRIE) 在 人 工 智 能 中 的 应 用 ， 以 及 
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订 算 力 堂 、 计 算 物 理 . 计算 化 学. 计算 几何 ， 计 算 概率 等 新 学 科 
的 泗 生 等 等 ， 使 得 计算 数学 雄风 大 振 . 今 天， 人们 已 把 计算 作为 
与 理论 、 实 验 易 足 而 立 的 第 三 种 科学 方法 而 引入 科学 界 . 

基础 数学 、 应 用 数学 与 计算 数学 既 有 各 自 的 特点 又 紧密 相互 
联系 .一 个 重大 的 数学 问题 , 特别 是 从 实际 中 提出 的 数学 问题 ,都 
需要 上 述 三 种 数学 的 内 容 和 方法 . 建立 数学 模型 , 寻求 解 题 方法 ， 
需要 基础 数学 和 应 用 数学 ， 而 使 解 题 方法 得 以 实现 ， 则 离 不 开 计 
算数 学 REM REAR. HABA. KAM T BPR 
学 科学 的 发 展 . 

9. 现代 数学 的 新 特点 ”数学 内 部 各 分 支 间 的 相互 滩 透 、 数 学 
与 其 他 科学 (如 控制 论 ) 的 相互 洪 透 、 电 子 计算 机 的 出 现 , Ee 
当代 数学 三 个 新 的 特点 .由 于 相互 渗透 而 导致 许多 新 问题 和 古老 
难题 的 解决 ， 其 成 绩 往 往 册 平 意外 而 使 人 人 惊异， 例如， 对 素数 的 
研究 以 往 认为 很 少 有 实用 价值 , 却 不 料 它 在 密码 学 中 受到 重用 . 密 
色 学 认为 ， 于 位 以 上 的 整数 的 素 因 子 分解 ， 儿 十 年 内 在 计算 上 不 
可 能 实现 . 但 荷兰 数学 家 得 到 了 一 个 当前 最 好 的 因子 分 解 算法 ,这 
严重 地 冲击 了 上 述 想 法 和 密码 的 安全 性 .又 如 消 销 分 析 中 的 无 闪 
HE Von Neumann 代数 解决 了 招 扑 学 中 三 维 空间 中 打 结 理论 中 一 
些 难 题 . 描写 孤立 波 的 KdV 方程 用 于 代数 中 ,解决 了 Riemann 提 
出 的 一 个 重要 问题 . 描写 随机 现象 的 Malliavin 演算 给 出 了 著名 的 
Atiyah-Singer 指数 定理 的 新 证 明 , 并 推广 了 这 一 定理 ,更 使 人 感 
到 的 是 物理 中 的 杨振宁 -米尔 斯 规范 场 与 陈省身 研究 的 纤维 从 间 
的 紧密 联系 ， 二 者 间 的 主要 术语 竟 可 一 一 对 应 .例如 ， 规 范 形式 
一 主 纤维 从 、 规 范 势 一 主 纤维 从 土 的 连 络 、 相 因子 一 平行 移动 、 电 
HER- UUD 从 上 的 连 络 等 等 . 无 怪 平 杨振宁 说 :“ 我 非常 惊奇 
MHL. 规范 场 就 是 结 维 从 的 连结 ， 而 数学 家 们 在 提出 弛 维 从 上 
的 连 络 时 ， 并 未 涉及 到 物理 世界 .” 

学 科 间 的 相互 渗透 是 当今 各 门 科学 技术 高 速 发 展 的 必然 后 
果 ， 也 是 重要 原因 ; 只 有 置身 于 众多 高 新 科技 急剧 发 展 的 大 背景 
中 ， 数 学 内 、 外 部 的 相互 泪 透 才 是 可 能 的 ， 也 是 容易 理解 的 . 
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10， 数 学 发 展 的 趋势 ”今后 数学 的 发 展 必然 比 最 近 数 十 年 更 
迅速 ， 成 绩 更 巨大 ， 科 学 技术 越 积 累 ， 人 类 认识 、 利 用 和 改造 自 
然 的 能 力 越 增长 ， 科 学 技术 便 趣 快 发 展 . 形成 一 良性 循环 ， 作 为 
Ep- BR. BAL. 高速 发 展 是 完全 可 以 预 
言 的 ; 但 至 于 哪些 分 支 发 展 得 更 快 些 ， 更 好 些 ， 则 既 依 束 于 该 学 
科 本 笑 的 活 万 又 依赖 于 科技 大 背景 的 波动 和 社会 的 需要 ， 难 以 肯 
EAS. 不 过 从 日 前 的 情况 看 , 非 线 性 数学 是 一 重要 发 展 方向 . 线 
性 方 程 的 特征 是 登 加 原理 成 立 ; We. p 是 方程 的 两 个 解 , Mag 
cae dE. da. a BER. Danse ESL Re 


或 拉 普 拉 斯 方程 
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都 是 线性 的 . 线性 数学 比较 成 熟 . 但 还 有 许多 问题 是 非 线 性 的 , 如 
牛顿 引力 论 中 的 基本 定律 是 平方 反比 关系 ， 粮 食 产 量 对 肥料 未 必 
成 正比 等 . 引 人 注 目的 冲击 波 , 孤立 子 、 混沌 现象 ,n 体 问 题 等 都 
ARATE. JPR, ARBRE, MARA. RR 
而 更 能 引发 人 们 研究 的 兴趣 . 

除去 非 线 性 数学 外 ， 高 散 数 学 “涉及 数论 、 抽 象 代数 、 数 理 
运 辑 、 组 合 论 、 图 论 、 博 罕 论 、 规 划 论 等 )， 概 率 论 与 数理 统计 、 
计算 数学 ， 以 及 数学 对 生物 学 、 经 济 学 、 语 言 学 、 管 理学 、 控 制 
论 、 重 杂 性 竺 的 滩 和 过 和 和 应用， 都 会 有 更 大 的 发 展 . 其 他 数学 也 局 
样 会 有 迅速 的 进展 ; 其 至 会 爆 出 新 的 、 出 人 意料 的 大 冷门 ;“ 了 晴空 
一 玲 排 云 上 ， 更 引 诗 情 到 怕 需 ”， 这 也 是 非常 本能 的 . 


28.2 大哉 数学 之 为 用 


1959 ^ 5 月 ,华罗庚 教授 在 《人 民有 日报》 上 发 表 了 (KR 
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学 之 为 用 》, 精采 地 叙述 了 数学 的 各 种 应 用 : 宇宙 之 大 ,粒子 之 微 、 
ARM ZR. (LEST. WRZE., EBZ, BALER GETA 
di. 无 处 不 有 数学 的 重要 贡献 ， 很 难 有 比 这 篇 文章 写 得 更 全 而 的 
T. 于 面 只 举 些 60 年 代 以 后 数学 的 背 干 重大 应 用 , ELIL— RE. 我 
(23152. 有 些 重要 问题 的 解决 ,数学 方法 是 叭 一 的 , 也 就 是 说 ， 
除数 学 外 ， 用 任何 其 他 方法 、 仪 器 、 手 段 都 会 一 筹 葛 懂 - 

L “RRR” SRR 1900 年 仍 拉 克 点 燃 了 科威特 的 数 
B H3. ROAR. RARE A RRR” Da. 曾 
严 南 地 考虑 点 燃 所 有 油井 的 后 果 . 据 美 国 《超级 计算 评论 》 杂 志 
披露 ,五角大楼 要 求 太 平 洋 - 赛 拉 研 究 公司 研究 此 问题 . 该 公司 利 
用 Navier-Stokes 方程 和 有 热 损失 能 量 方程 作为 计算 模型 .在 进行 
一 系列 模拟 计算 后 得 出 结论 : 大 火 的 烟雾 可 能 招致 一 场 重大 的 污 
染 事件 , 它 将 波及 到 波斯 湾 . 伊朗 南部 . 巴基斯坦 和 印度 北部 , 但 
不 会 失去 控制 ， 不 会 造成 全 球 性 的 气候 变化 ， 不 会 对 地 球 的 生态 
和 经 济 系统 造成 不 可 挽回 的 损失 .这样 才 促 成 美国 下 定 决 心 . 所 
以 人 们 说 第 一 次 世界 大 战 是 化 学 战 〈 火 药 )， 第 二 次 是 物理 战 〈 厌 
CD. HAERES. 

数学 在 军事 方面 的 应 用 不 可 忽视 .上 再 举 二 个 例子 ， 海 湾 战 争 
中 ,美国 将 大 批 人 人 员 和 物资 调运 到 位 , 只 用 了 短 短 一 个 月 时 间 . 这 
是 由 于 他 们 运用 了 运筹 学 和 优化 技术 ， 男 一 例 是 ， 采 用 可 靠 性 方 
法 ,美国 研制 MZ 导弹 的 发 射 试验 从 原来 的 36 次 减少 为 25 次 ,可 
靠 性 却 从 722 ME 93%. BEAR. 我 芒 造 原子 弹 ， 试 验 为 西方 
1/10, 从 原子 弹 到 和 氨 弹 只 用 2 年 3 个 月 ,重要 原因 之 一 是 有 许多 优 
秀 数学 家 参加 了 工作 . 

2. 本 阳 系 是 稳定 的 吗 地球 的 前 途 如 何 ? 好 一 个 虽然 届 远 却 
非常 有 趣 而 重要 的 问题 . 将 来 太阳 系 有 是否 会 保持 现状 ? BEAR 
行星 脱离 太阳 系 ? 行星 间 是 否 会 碰撞 ? 数学 证 明 ， 太 限 系 在 相当 
长 时 间 内 是 稳定 的 , 至 少 16 亿 年 内 如 此 ， 科学 家 还 用 计算 模拟 以 
研究 恒星 消亡 过 程 。 太 阳 最 后 变 成 一 颖 白 钱 星 ; 但 一 颗 质 量 约 为 
8 一 10 售 于 太阳 的 恒星 则 会 发 生起 新 星 爆 炸 ， 由 于 热源 杜 竭 而 收 
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AE Se) RT Rh. RIA EY ORY 100 万 亿 倍 ， 这 些 物质 产 
"EATS RU EEA SH ARSE. [ESP BEE E MA PRA RAH 
子 星 .天 文学 是 数学 的 重要 用 武场 所 ，1846 年 勒 维 子 通过 计算 在 
笔尖 上 发 现 海 王 星 , 在 科学 史上 传 为 佳话 . 在 多 休 门 题 的 研究 中 ， 
由 于 初始 条 件 不 阿 ， 多 体系 统 的 运动 或 表现 为 规则 的 ， 或 表现 为 
混沌 的 ， 行星 沿 椭 钢 运 动 是 规则 运动 的 例子 ， 而 小 行星 在 Kirk- 
wook 窗口 的 运动 是 混沌 运动 的 例子 SR RASCH TERIS 
致 偏心 率 随 机 的 变化 ， 有 时 朝 这 一 方向 ， 有 时 朝 另 一 方向 ; 无 规 
则 变化 的 俩 心率 可 能 变 得 很 大 ， 这 时 小 行星 便 可 能 陨落 ， 例 姐 落 
Bl KH Ob. 

3. 石油 勘探 这 是 数学 取得 重大 经 济 效益 的 应 用 场所 之 一 . 
吾 油 深 藏 地 下 ， 人 们 通过 人 工地 震 记 下 反射 回来 的 地 震波 ， 波 形 
随 着 地 层 地 质 的 不 同 而 变化 ， 用 计算 机 处 理 所 得 的 波形 数据 可 以 
提供 地 下 岩层 、 崇 性 以 及 有 关 石 油 、 天 燃气 等 的 知识 ，1991 年 5 
月 ,美国 壳牌 石油 公司 应 用 计算 技术 于 新 奥尔良 以 南 39 公里 的 河 
流 之 下 930 公里 处 ， 探 明了 一 个 情 量 超过 十 亿 桶 的 大 油田 我国 
在 这 方面 也 做 了 了 许 客 工作 〈 见 后 》. 在 数据 处 理 中 , Wiener 滤波 起 
到 重要 作用 . 

4.DNA 与 CT 如 果 说 二 次 大 战 以 前 ,数学 主要 用 于 天 文 . 物 
E. 那么 ， 现 在 数学 已 深入 到 化 学 、 生 物 和 经 济 、 管 理 等 社会 科 
学 中 . fi, DNA 是 分 子 生物 学 的 重要 研究 对 繁 ， 是 遗传 信息 的 
携带 者 ， 它 具有 一 种 特别 的 立体 结构 一 一 双 螺 旋 结 构 ， 后 者 在 细 
胞 核 中 呈 扭 曲 、 绞 近 、 打 结 和 圈套 等 形状 ， 这 正好 是 数学 中 的 纽 
结 理 论 研究 的 对 象 ， 北 京 太 学 姜 伯 驴 教 授 对 此 深 有 研究 ， 下 面 两 
项 有 关 生 物 , 医学 和 化 学 的 高 技术 中 , 数学 起 着 关键 性 作用 . X 射 
线 计 算 机 层 析 摄影 仪 〈《 简 称 CT) 的 问世 是 本 世纪 医学 中 的 奇迹 ， 
其 原理 是 基于 不 同 的 物质 有 不 同 的 X 射线 训 减 系数 ,如 果 能 够 确 
定 人 恒 的 误 减 系数 的 分 布 ， 就 能 重建 其 断层 或 三 维 图 象 ， 但 通过 
X 射线 透射 时 ,只 能 测量 到 人 体 的 直线 上 的 X 射线 衰减 系数 的 平 
均值 “是 一 积分 ?， 当 直线 变化 时 ， 此 平均 值 (依赖 于 某 参 数 ) 也 
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随 之 变化 ， 能 否 通 过 此 平均 值 以 求 出 整个 豪 减 系数 的 分 布 呢 ? 人 
们 利用 数学 中 的 Radon 变换 解决 了 此 问题 ，Raden 变换 已 成 为 
CT 理论 的 核心 首创 CT Hea A. M. Cormark (GEO 及 第 一 
& CT 制作 者 C，N. Hounsfield (3E) 因而 荣获 1979 FRM ZR E 
学 和 生理 学 奖 . 另 一 项 高 技术 是 H. Hauptman 5jJ. Karle & ff. 
发 明了 测定 分 子 结构 的 新 方法 ,利用 它 吕 以 直接 显示 被 X 射线 透 
射 的 分 子 的 立体 结构 .大 们 应 用 此 方法 ， 并 结合 利用 计算 机 ， 已 
测 出 包括 维生素 、 激 素 等 数 万 种 分 子 结构 、 推 动 了 有 机 化 学 、 药 
物 学 和 生物 学 等 的 发 展 两 发 明 人 人 分享 了 1985 年 的 诺 贝 尔 化 学 
"E. 由 此 可 见 在 此 两 项 技术 中 数学 的 关键 作用 . 

5. 飞机 制造 ”制造 业 中 广泛 地 用 到 数学 . 今 以 飞机 为 例 . 设 
计 师 必须 考虑 结构 强度 与 稳定 性 ， 这 是 用 有 限 元 来 分 析 的 ， 而 机 
费 的 振动 情况 则 需 解 特征 值 问题 ; 为 了 使 飞机 省 油 与 提高 速度 必 
需 找 到 一 种 最 佳 机 要 和 整个 机 体 的 形状 ; 如 何 为 飞行 员 选择 最 优 
控制 参数 ， 也 是 必须 考虑 的 问题 . 飞机 设计 在 极 太 程度 上 以 计算 
为 基础 ， 人 们 研究 描绘 机 瀑 和 整个 机 体 附 近 气 流 的 方程 ， 工 程 设 
计 和 制造 工艺 主要 靠 计 算 机 辅助 设计 《CAD) 和 计算 机 辅助 制造 
(CAM) 两 大 工具 , 而 这 两 者 又 都 以 数学 为 理论 基础 . 计算 流体 力 
学 可 以 帮助 人 们 设计 新 的 飞行 器 . 数学 模型 已 代替 了 许多 的 实验 ， 
WAS, MER., GN. Mat. RSet. 以 前 利用 风 
洞 设 计 飞 机 某 一 部 件 ， 若 要 改变 某 一 部 位 ， 必 须 在 机 械 车 间 建 一 
模型 ; 而 今天 设计 一 数学 模型 , 只 要 通过 键盘 打 进 新 的 参数 即 可 . 
自动 导航 与 自动 着 陆 系统 是 根据 卡尔 螺 焉 波 的 方法 设计 的 ， 而 后 
者 主要 叉 是 数学 .在 涡轮 机 、 压 气 机 、 内 燃 机 、 发 电机 、 数 据 存 
储 磁 盘 、 大 规模 集成 电路 .汽车 车 身 、 船 体 等 的 设计 中 ， 也 都 用 
到 了 类 似 的 先进 数学 设计 方法 . 

6. Hardy 的 故事 G. H. Hardy (1877~1947) 是 英国 著名 
的 数学 家 ,他 推崇 数学 的 “纯粹 ”和 “ 美 *, 认为 数学 县 一 种 永久 
HME AG. 他 从 不 谈 (甚至 轻视 ) 数学 的 应 用 , 他 写 道 :“ 我 从 
RTE “有 用 ”的 事情 ， 我 的 任何 一 项 发 现 都 没有 ， 或 者 说 不 
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可 能 给 这 个 世界 的 安逸 带 来 最 细微 的 变化 …… 他 们 〈 指 某 些 数学 
家 ) 的 工作 , 也 和 我 的 同样 无 用 . ”但 他 万 万 没有 想到 .1908 年 他 
发 表 的 一 篇 短文 却 在 群体 遗传 学 中 得 到 重要 应 用 ， 那 篇 文章 可 直 
观 地 解释 如 下 : 人 的 菜 种 遗传 病 (如 色 育 ), 在 一 群体 中 是 否 会 由 
于 一 代 一 代 地 遗传 而 患者 越 来 越 多 ? 20 世纪 初 有 些 生 物 学 家 认为 
确 会 如 此 , 如 果 这 样 , 那么 势必 后 代 每 个 人 都 会 成 为 串 者 . Hardy 
利用 简单 的 概率 运算 ， 指 出 这 种 说 法 是 错误 的 ， 他 证 了 明了: 患者 
的 分 布 是 平稳 的 ， 不 贿 时 间 而 改变 。 差 不 多 同时 ， 德 国 的 一 位 医 
fi Weinberg 也 得 到 同样 的 结论 . 这 一 发 现 被 称 为 Hardy-Wein- 
berg 定律 . 

7. 高 超 的 数学 工具 一 -- 在 宏观 经 济 中 的 应 用 ”宏观 经 济 学 研 
究 经 济 综合 指标 的 控制 ， 例 如 研究 失业 、 价 格 水 平 以 及 收 支 平衡 
的 控制 等 ， 而 微观 经 济 学 是 在 买方 和 卖方 的 水 平 ， 讨 论 消 费 与 生 
产 中 的 选择 问题 . 1972 年 以 来 , 承担 调整 美国 经 济 的 政府 机 构 联 
邦 储备 局 ， 了 以 最 优 控制 方法 ， 特 别 是 线性 二 次 方法 为 背景 。 提 出 
了 包括 失业 与 通货 及 胀 平衡 的 政策 建议 , 1973 E, GB EE PED & 
了 一 篇 文章 ， 概 述 了 最 优 控制 在 经 济 学 中 的 潜在 作用 ， 文 章 说 : 
“你 如 何 努 力 地 及 时 地 刹 住 过 于 繁荣 的 经 济 ,而 又 不 至 于 滑 入 灾难 
性 剖 退 的 危险 之 中 …… 美 国 的 决策 着 们 恰好 面临 这 种 情形 ， 而 从 
经 济 学 家 那里 极 少 得 到 明确 的 建 说 …-… 对 这 种 两 难 的 情况 ， 可 从 
最 优 控制 理论 得 到 方法 上 的 帮助 . ” 利用 控制 理论 和 梯度 法 , 人们 
求解 了 南朝 鲜 经 济 的 最 优 计 划 横 型 (参考 Econometrica , Vol. 33, 
May. 1970, D. Kendrick 等 的 文章 ). SH. MRA. PHS 
有 类 似 的 经 济 模型 . 

8. 提高 产品 质量 -- -数学 在 微观 经 济 学 中 的 上 应 用 ”数理 统计 
学 的 应 用 极为 广泛 ， 它 的 优势 是 从 有 限 次 的 观察 或 实验 中 提取 重 
要 的 信息 .数理 统计 中 的 篇 章 “实验 设计 ”、“ 质 量 控制 (QOO. 
“多 元 分 析 ” 等 对 提高 产品 的 质量 往往 能 起 到 重要 的 作用 . 一 家 美 
国电 视 机 制造 公司 被 日 本 人 买 下 ， 这 家 公司 的 废品 率 非 常 高 ， 遂 
过 运用 QC 后 , 废品 率 下 降 到 226. 下 面 的 例子 说 明美 国电 话 电报 
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公司 如 何 使 用 QC 以 提高 质量 .问题 是 关于 自动 化 装配 线 . 这 一 装 
配 线 由 几 个 机 件 组 成 , 其 生产 率 出 奇 的 慨 , 而 人 们 叉 找 不 出 原因 、. 
QC 方法 首先 是 收 集 数 据 以 确定 失败 模式 ， 很 快 找 出 问题 的 症结 
是 生产 线 上 所 用 的 塑料 成 分 的 尺度 变化 太太 ; 这 些 塑 料 部 件 过 分 
Si; SAAR AE. PUFA. 经 过 一 年 的 
改进 ,生产 率 增 加 121% ,工作 时 间 减 少 代 % ,产品 成 功率 从 90 96 
增 到 98%. 

一 般 地 ， 某 产品 的 质量 依赖 于 若干 个 因 束 原料、 工艺 时 间 
Se). SARRAR TARRE. 如 和 何 扼 出 最 优 的 选择 搭 
配 以 求 获得 最 佳 的 产品 ,是 统计 实验 设计 (SED) 的 主要 研究 问题 ， 
SED 有 一 自发 展 史 . 20 年代, R. A. Fisher 在 农业 中 运用 SED. 
取得 前 所 未 有 的 成 功 . 20 年 代 中 时 ， 蒂 皮特 运用 SED 于 棉纺 工 
Wb. 短 后 又 用 于 化 学 和 制药 工业 . 50 年 代 , 美国 戴 明 把 SED 介绍 
到 日 本 ， 对 日 本 制造 业 产 生 很 大 影响 ， 日 本 工程 师 田 口 用 此 法 以 
减 小 产品 性 能 异性 从 而 提高 产品 质量 . 日 本 工业 广泛 运用 统计 质 
量 控制 ， 后 又 发 展 成 全 面 质量 管理 ， 这 项 措施 大 大 提高 了 日 本 产 
mine. 在 国际 上 最 有 竞争 力 , SRT BARR. 80 年 代 , 许 
多 美国 工业 公司 通过 图 口 把 统计 方法 用 到 设计 和 制造 中 ， 产 品质 
量 不 断 地 得 以 提高 . 


28.3 近年 来 数学 在 我 国 的 应 用 


1992 年 9 月 ,.“ 中 国 工业 与 应 用 数学 学 会 ”召开 了 第 二 次 大 
会 , 会 上 李 大 洪 教授 宜 读 了 《努力 发 展 中 国 的 工业 与 应 用 数学 》 的 
报告 ， 其 中 叙述 了 我 国 应 用 数学 的 新 进展 .本 节 便 以 这 篇 报告 为 
基础 ,补充 若干 新 材料 . 后 者 是 由 一 些 研究 所 和 太 学 所 提供 的 , 自 
REHE- MNI. 如 前 所 述 ， 数 学 应 用 可 分 成 在 经 济 建设 (1—8 
A). HERA 〈9 一 14，46)、 军 束 与 安全 115) 三 者 中 的 应 用 . 
1i， 优 化、 控制 与 统筹 ”人们 希望 在 一 定 条 件 下 , 在 多 种 策略 
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中 选取 其 一 以 获得 最 大 利益 ; XE b. RERA BRM RRA 
HARK. 目标 函数 也 可 代表 损失 , 于 是 要 求 它 达到 极 小 . 这 
类 问题 往往 化 为 求 目标 函数 的 条 件 极 值 ， 或 者 化 为 变 分 问题 . 优 
选 法 、 线 性 规划 、 非 线性 规划 、 最 优 控制 等 ， 都 致力 于 研究 优化 
画 题 .如果 有 好 几 件 工作 要 做 ， 人 鲁 发 生 如 何人 台 理 安排 ， 以 使 收 葡 
最 大 (时间 最 短 、 劳 力 或 成 本 最 省 等 ;， 这 是 统筹 (或 运筹 等 ) 的 
研究 对 象 . 70 年 代 ， 华 罗 庚 教授 登高 一 斜 ， 并 且 亲 自动 手 ， 率 领 
研究 小 组 , 深入 到 工厂 、 农 村 、 矿山， 大力 推广 优选 法 与 统 羔 法 ， 
足迹 遍及 23 个 省 市 , 成 果 遍 及 许多 行业 ;解决 了 许 包 问题. 例如 ， 
纺织 业 中 提高 织 机 效率 与 染色 质量 ,减少 细 绑 断 头 率 ; 电子 行业 
中 试制 新 的 160V 电容 器 ,使 100 KR He BR; 农业 中 提高 加 
” 工 中 的 出 米 率 、 出 油 率 、 出 酒 率 等 等 ， 目 前 张 里 千 、 陈 希 轿 教授 
等 正在 开展 的 现场 统计 ， 对 国家 经 济 建设 也 起 了 很 好 作用 . 

由 于 改善 数学 模型 ， 运 用 最 优 控制 理论 和 改进 计算 方法 ， 生 
产 过 程 和 工艺 参数 的 优化 已 在 钢铁 、 治 金 、 电 为 、 石 油 化 工 中 取 
得 很 好 效果 . 武汉 钢铁 公司 、 上 海 石 油 化 工 总 厂 、 南京 炼 油 厂 、 HE 
山石 化 公司 通过 上 述 优 化 技术 ， 提 高 生产 率 最 高 可 达到 20%, 一 
套装 置 每 年 可 增加 几 百 万 元 的 经 济 效 益 ， 攀 校花 钢铁 公司 建立 了 
提 钢 工艺 流程 系统 优化 的 数学 模型 ， 进 行 全 面 调 优 后 使 钒 的 回收 
率 达 到 国际 水 平 ， 使 我 国 从 钒 进口 国 一 著 而 为 钒 出 口 国 。 云南 大 
学 统计 系 运 用 多 元 回归 分 析 研 究 锁 的 成 分 与 性 能 关系 ， 使 昆明 钢 
铁 厂 甲 类 镇 静 钢 的 合格 率 由 原来 的 4026 —- 8126 E ES I 9526 EL E. 
华东 师 大 数学 系 与 上 钢 五 三 合作 ， 利 用 自 适 应 技术 ， 使 力学 娇 变 
炉 温 度 调 节 由 6 一 7 小 时 减少 为 2 一 3 小 时 ， 控 制 精度 由 士 4 CH 
高 到 士 2 ， 并 使 界 式 退火 的 保温 时 间 缩 短 595—2004, BS 
温 控制 精度 ， 保 证 了 退火 质量 . LRA KER RAAB 
AE. HR "E 型 电源 变压器 计算 机 优化 设计 系统 ”, WRIA 
mB. PHA RA. . 

现代 大 型 工业 是 多 线路 的 联合 作业 ， 成 为 一 完整 的 系统 A 
而 产生 系统 的 控制 问题 ， 在 化 工 联 合 企业 ， 半 导体 集成 电 足 ， 电 
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力 传 输 系统 .电话 网 络 、 空 间 站 等 方面 都 有 此 问题 . 上 海 石化 总 
厂 采 用 网 络 优化 , 建立 了 用 电子 计算 机 编制 共 四 级 《总 厂 、 分 厂 、 
车 间 、 机 台 )， 设 备 的 大 由 网 络 计划 体系 ， 清 华 大 学 关于 电力 系统 
TETRA. ASM HS Aaa IL. RST RSA 
效益 ， 在 国际 上 领先 ， 曾 荣获 国家 自然 科学 二 等 疾 . 

曲阜 师范 太 学 自动 化 研究 所 应 用 数学 方法 ， 对 汽车 发 动机 的 
调 温 器 进行 研究 , 提高 了 调 温 器 的 质量 , 从 而 延长 发 动机 的 寿命 ， 
FS. 他们 还 采用 随机 线性 模型 及 定 积 分 近似 算法 ， 提 
高 了 和 碘 尔 灯 生 三 晒 版 机 的 质量 ， 产品 进 入 了 国际 市 场 ; 此 外 ， 他 
们 制 成 智能 广义 预测 簿 棒 控 制 器 ， 可 用 于 生产 过 程 中 温度 、 庄 力 
的 控制 ; 他 们 还 将 山东 机 床 附 件 厂 的 车 间 .、 生产、 财务、 销售、 人 
事 、 动 力 等 和 八 个 点 实行 计算 机 联网 ， 进 行 优化 管理 . 

运筹 学 起 源 于 “二 战 ” 中 军需 供应 管理 ， 主 要 应 用 于 工商 经 
营 部 门 和 交通 运输 以 对 生产 结构 、 管 理 关系 、 人 事 组 合 、 运 输 线 
路 等 进行 优化 ， 应 用 数学 所 运用 运筹 学 指导 全 国 原油 合理 分 配 和 
石油 产品 合理 调运 ， 年 增 效 益 2 ic: 另外， 他们 所 发 展 的 下 料 
FEW We EHE 104—15*. EMAIL. dg ARS 
三 等 运用 运筹 方法 ,每 年 可 增加 利税 数 百 万 万 圣 于 万 元 ， 华 南 理 
工大 学 和 甘肃 外 贸 局 合作 ， 建 立新 的 存 贮 数学 模型 和 管理 快 策 原 
则 ， 每 年 可 节省 存 贮 费用 近 百 万 元 . 

2. 设计 与 制造 ”工程 的 设计 与 建造 , 产品 的 设计 与 制造 是 图 
民 经 济 的 重要 支柱 ， 也 是 数学 大 可 用 武之 领域 随 着 电子 计算 机 
技术 的 飞速 发 展 , 数学 在 制造 业 中 的 应 用 进 人 了 新 阶段 , 波音 76? 
飞机 的 成 功 设计 , 与 应 用 数学 家 Garabedian BF BE pi A Bee 
行 的 计算 密切 相关 ， 由 此 设计 出 了 防 激 波 的 飞机 虽 型 自前 以 
CAD 和 CAM 技术 为 标志 的 刘 计 革命 下 波及 整个 制造 业 . CAD 是 
数学 设计 技术 和 计算 机 技术 相 结合 的 产物 ， 我 国 在 老 一 辈 数 学 家 
苏 步 青 教授 的 亲自 开拓 和 大 力 但 导 下 ， 许 多 数学 家 在 几何 造型 方 
BATALI. 所 取得 的 成 果 已 成 功 地 应 用 于 飞机 ,汽车 . MN 
体 、 机 械 、 模 具 、 服 装 、 首 饰 等 的 设计 ， 南 开 大 学 昊 大 任 、 严 志 
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达 教 授 等 在 船体 放样 及 元 轮 设 计 上 也 做 了 很 好 的 工作 

复旦 大 学 数学 系 与 工程 人 员 合作 ， 对 内 燃 机 配 气 机 构建 立新 
的 数学 模型 ， 发 展 了 新 的 数学 方法 ， 使 用 此 法 可 以 省 油 降 低 噪 声 
和 抑制 排污 ， 有 很 好 的 经 济 效益 ， 曾 获 国家 科技 进步 一 等 奖 ， 上 
兹 应 用 数学 咨询 开发 中 心 等 开发 研制 服装 CAD 系统 ， 为 服装 行 
业 创 汇 提 供 了 基础 . 

3， 上 质量 控制 ”提高 产品 质量 是 国民 经 济 中 的 一 个 关键 问题 . 
“二 战 ” 中 由 于 对 军用 产品 的 高 质量 要 求 , 特别 是 对 复杂 武器 系统 
性 能 的 可 靠 性 要 求 ， 产生 了 可 区 性 、 抽 样 检查 ， 质 县 控制 等 新 的 
数学 方法 ,这些 方法 在 美国 、 月 本 等 国家 取得 了 巨大 的 成 功 ， 从 
60 年 代 中 期 开始 , 我 国 应 用 推广 质量 控制 等 统计 方法 到 工业 . 农 
业 等 都 门 ， 收 到 良好 的 效果 ， 以 手表 、 电 视 机 为 代表 的 机 电 产 品 
的 质量 得 到 明显 提高 ， 清 华 大 学 、 天 津 大 学 等 研究 了 型 纹 的 扩展 
过 程 ， 有 助 于 改善 这 品 。 同 时 ， 我国 还 制订 了 一 系列 质量 控制 的 
国家 标准 ， 对 产品 的 质量 提出 了 明确 的 变 求 . 

4. 预测 与 管理 ”自然 科学 的 主要 任务 是 预测 , 预见 各 种 自然 
现象 。 在 经 济 和 管理 中 ,预测 也 非常 重要 ， 数 学 是 预测 的 重要 武 
器 ， 而 预测 划 是 管理 (资金 的 投放 、 商 品 的 产销 、 人 员 的 组 织 
等 ) 的 依据 ， 我 国 数 学 工作 者 在 天 气 、 人 台风、 地 多 、 病 虫害 、 鱼 
人 群 、 海 浪 等 方面 进行 过 大 量 的 统计 预测 ， 中 科 院 系统 所 对 我 国 粮 
食 产 重 的 预测 ,获得 很 好 的 结果 , 连续 11 年 的 预测 产量 与 实际 产 
量 平均 误 姜 只 有 IK. 上海 经 济 信息 中 心 对 上 海 的 经 济 增长 进行 
预测 , 连续 多 年 预测 的 误差 都 不 超过 5%. 云南 大 学 统计 系 运 用 多 
元 分 析 和 稳健 统计 技术 ， 通过 计算 机 进行 了 地 质数 据 人 处 理 和 矿床 
Kit MM. 

为 了 配合 机 构 改 革 ， 中 科 院 应 用 数学 所 周子 康 等 完成 了 “中 
国 地 方 政 府 编制 管理 定量 分 析 ” 的 研究 ， 建 立 了 编制 与 相关 因 案 
分 析 模 型 等 五 组 数学 模型 ， 构 成 了 同 级 地 方 政 府 编制 管理 辅助 决 
策 分 析 体 系 ， 使 编制 管理 科学 化 、 现 代 化 . 

5， 搞 息 处 理 ”在 无 线 电 通讯 中 运用 数学 由 来 已 久 ， 编译 码 、 
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出 现 的 数学 问题 更 为 可 观 ， 例 如 .需要 用 数目 巨大 得 惊人 的 线性 
方程 组 来 描述 系统 的 操作 性 能 ;一 般 的 数值 法 对 它们 训 无 用 处 ,人 


面 ， 做 了 很 多 工作 ; 他 们 研究 的 计算 机 指纹 自动 识别 ， 效率 远 高 
于 同 际 上 通行 的 方法 ;研究 成 功 新 的 一 代 的 图 象 数据 压缩 技术 , 压 
缩 比 指标 达 150 人 习 ， 而 传统 的 JPEG 国际 标准 算法 只 能 达 30 fi: 
研究 计算 机 视觉 ， 创 造 了 从 单 幅 图 象 定 量 恢复 三 维 形 态 的 代数 方 
ik. 应 用 模式 认 别 和 信息 论 ， 在 时 间 序 列 和 信号 分 析 的 研究 中 取 
得 新 的 进展 ; 应 用 代数 编码 , 使 计算 机 本 身 具 有 误差 检测 能 力 , 以 
提高 计算 机 的 可 摹 性 . 

6. 大 型 工程 ”工程 设计 以 周密 的 计算 、 精 确 的 数据 为 基础 ， 
大 型 工程 尤其 如 此 , 中 国 科 学 院 计 算 中 心 早 在 60 年 代 , 运用 冯 康 
教授 等 创立 的 有 有限 元 法 ， 设 计 了 一 批 工程 计算 专用 程序 ,在 国家 
重点 工程 建设 中 发 挥 了 作用 . 他 们 先后 完成 23 个 工程 建筑 的 设 
计 ， 解 奖 重 大 工程 技术 问题 58 项 ， 并 对 18 座 水 坝 工 程 进行 过 计 
算 ， 其 中 包括 葛 洲 需 工程 、 新 丰 江 大 坝 、 白 由 电站 、 长 潮水 电站 
等 ， 与 此 同时 还 进行 了 技术 转让 ， 造 就 了 一 批 专门 人 才 ， 发 表 了 
许多 有 价值 的 论文 . 

中 国 科学 院 武汉 数学 物理 研究 所 仔细 研究 古老 而 又 表 春 长 驻 
的 都 江 堰 深 道 工程 .根据 历史 磺 矫 ， 数 学 模型 与 实例 资料 ， 揭 示 
了 此 项 工程 的 系统 科学 原理 ， 阐 明了 它 “ 千 年 不 训 ” 的 原因 ; 并 
提出 了 发 展开 拓 这 一 古老 工程 的 具体 建议 ; 在 此 基础 上 他 们 扩大 
战果 ， 提 出 了 可 行 的 、 合 理 的 《都 江 堰 集中 调度 系统 》 数 学 模型 
与 优化 决策 算法 结构 , 其 中 包括 水 情 预 报 模型 、 需 水 模型 等 等 . 原 
则 上 他 们 的 研究 成 果 可 适用 于 一 切 灌溉 水 系 及 “ 流 系 系统 ”如 交 
通 运输 流 、 人 金融 财政 流 、 商 品 供销 流 等 ) 的 调度 与 规划 . 

三 峡 水 利 工程 是 举世 关注 的 超大 型 工程 ， 其 中 一 个 严重 的 施 
工 问 题 是 大 体积 混凝土 在 疑 结 过 程 中 化 学 反应 产生 的 热 ， 它 使 得 
坝 体 产生 不 均匀 应力， 甚至 形成 裂缝 ， 危 害 大 坝 安 全 ， 以 往 的 办 
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法 是 花 大 量 财力 进行 事后 修补 ， 现 在 我 国 已 研制 成 可 以 动态 模拟 
混凝土 施 工 过 程 中 温度 、 应 力 和 徐 变 的 计算 机 软件 .大 们 可 用 计 
算 方 法 来 分 析 、 比 较 各 种 施工 方案 以 挑选 最 佳 者 ， 还 可 用 它 来 对 
大 坝 建 成 后 的 运行 进行 监控 和 测算 ， 以 保障 安全 . 

7. 资源 开发 与 环境 保护 ”在 石油 开发 中 我 国 数学 界 进行 了 长 
期 的 工作 ,参加 的 单位 很 多 ，70 年 代 中 期 北京 大 学 闵 羡 符 教授 等 
出 版 了 关于 石油 勘探 数字 技术 的 专著 ， 系 统 地 介绍 了 有 关 的 数学 
理论 和 方法 ， 人 们 分 析 大 量 的 人 工地 震 的 数据 ， 以 推断 地 质 的 构 
造 ， 为 寻找 石油 、 天 热气 的 储藏 位 置 提供 依据 ; 运用 数理 统计 、 
Fourier 分 析 、 时 间 序 列 分 析 等 数学 方法 , 成 功 地 开发 了 具有 先进 
水 平 的 地 震 数据 处 理 系统 . 近年 来 还 用 波动 方程 解 的 偏 移 选 加 . 道 
散射 等 方法 处 理 地 震 数据 ， 参 加 这 方面 工作 的 先后 有 中 科 院 计算 
中 心 张 关 泉 等 课题 组 ， 山 东 大 学 、 清 华 大 学 等 .南开 大 学 胡 国 定 
教授 等 别开生面 地 用 纯 分 析 方 法 推导 出 所 谓 反 所 积 预 测 公 式 ， 在 
南海 石油 勘探 中 效果 显著 . 

在 石油 开发 的 重要 手段 一 - 测 井 资料 解释 方面 ， 复 旦 大 学 等 
建立 了 电阻 率 测 井 的 偏 微分 方程 边 值 问题 的 模型 ， 研 制 了 高 效能 
的 数值 方法 ， 并 据 此 进行 优化 设计 、 制 造 了 新 的 测 划 仪器 .采用 
此 仪器 和 解释 方法 可 发 现 容易 忽视 的 注 夹 层 油层 ， 以 减少 资源 浪 
费 ， 此 仪器 已 被 国内 十 多 个 油田 采用 ， 节 省 了 几 百 万 美元 的 进口 
外 汇 . 应 用 数学 所 开展 不 稳定 试验 方法 评价 油 藏 特征 研究 ， 采 用 
解 微 分 方程 和 优化 租 结合 的 办 法 ， 或 功 地 估计 油气 储藏 量 以 及 油 
井 到 油 藏 边界 的 上 距离 ， 对 新 疆 塔 里 本 盆地 雅克 拉 地 区 中 生 异 油气 
的 富 集 取得 了 明显 的 地 质 效果 .北京 大 学 数学 系 用 三 维 有 限 元 方 
法 ， 对 大 庆 油 田地 房 清 移 建立 数学 模型 并 模拟 ， 据 此 坟 预 报 和 预 
防 ， 这 样 可 减少 损失 . 

水 资源 的 研究 十 分 重要 .清华 大 学 等 建立 了 各 种 地 层 结 构 的 
数学 模型 ， 利 用 有 限 元 方法 计算 地 下 水 资源 ， 建 立 了 一 套 地 下 水 
资源 评价 的 理论 和 方法 ， 用 于 河南 商丘 和 南京 仙鹤 门 等 地 取得 了 
实际 效益 ， 并 在 农田 灌溉 及 理论 研究 上 得 到 许多 成 果 . 云南 大 学 
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统计 系 利 用 二 维 趋 势 分 析 ， 通 过 电子 计算 机 模拟 显示 ， 拟 合 云南 
某 矿区 铅 锌 矿 带 分 布 方向 , 矿 体 定向 位 置 , 预测 出 三 个 成 矿 地 段 ; 
同时 指出 东南 方向 矿藏 变 蒲 ， 从 而 及 时 撤回 对 该 地 舟 的 勘探 ， 避 
免 了 浪费 . HER Bo Be eR He E (Mathematical Geolo- 
ey) Ab b. 法国 、 瑞 典 曾 来 函 购 买 计算 程序 此外， 他 们 还 建 
立 了 水 生 细 菌 生态 学 的 数学 模型 ， 找 出 了 EL Tor 弧 菌 的 最 佳 和 
最 劣 生 长 条 件 及 生长 规律 ， 肯 定 了 此 种 菌 能 越冬 生长 

在 环境 保护 与 预防 自然 灾害 方面 ， 李 国平 教授 发 表 过 《数理 
地 震 学 》 专 著 ， 其 他 有 关 运 用 数学 方法 进行 预报 的 书 也 不 少见 ， 

数学 工作 者 对 江 、 湖 、 河 口 的 污染 扩散 ， 土 壤 洗 盐 等 问题 成 
功 地 进行 了 分 析 和 模拟 ; 对 北京 、 天 津 、 成 都 等 城市 的 交通 、 管 
埋 、 自 然 条 件 和 社会 的 容纳 力作 了 深入 的 研究 、 预 测 和 评价 ， 例 
如 ， 上 海 市 关于 地 面 沉降 及 地 下 储 能 的 探讨 ， 山 东 大 学 对 西安 市 
地 下 水 污染 模拟 及 预测 ， 都 是 值得 称道 的 工作 . 

8. 农业 经 济 ”中 国 科学 院 武汉 数学 物理 研究 所 在 分 析 了 我 国 
传统 的 生态 农业 思想 与 人 类 开发 关系 等 问题 之 后 ， 提 出 了 一 个 生 
态 农业 经 济 发 展 及 整治 的 理论 框架 与 行动 措施 , 以 图 高 产 , 优质 、 
高 效 来 增加 农民 收入 ， 他 们 建立 了 18 个 数学 模型 ,其 中 和 包括; 一 
艇 水 环境 整治 与 扩建 ,水 电能 源 的 投入 产 出 与 经 济 系统 的 优化 , 林 
业 开 发 、 土 地 资源 开发 等 优化 模型 . 

中 国 科学 院 系 统 所 王 药 云 运用 数学 、 生 物 、 化 学 与 经 济 学 交 
叉 的 研究 成 果 。 建 立 了 黄 淮 海平 原 农业 资源 配置 的 数学 模型 . 按 
照 模 型 计算 ， 制 定 了 黄 淮海 五 省 二 市 的 资源 配置 规划 ， 通过 十 年 
实施 ， 农 业 发 生 了 巨变 ， 此 项 研究 获得 了 国家 重大 攻关 奖 及 国际 
运筹 学 会 荣誉 奖 ， 

曲 息 师范 大 学 运筹 学 研究 所 长 期 面向 农业 ， 他 们 先后 与 山东 
省 23 个 县 市 的 农业 部 门 合 作 , 取得 了 经 济 和 社会 效益 . 他 们 适用 
线性 规划 、 对 策 论 、 参 数 规划 等 数学 工具 ， 为 长 清 县 种 植 业 和 冀 
牧 业 制 定 最 优 的 结构 布局 方案 ; 采用 模糊 聚 类 分 析 方 法 ， 建立 了 
框 台 县 水 产业 最 优 结 枸 的 模型 ， 为 部 城 共 剩余 劳力 提出 了 合理 转 
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BR: 根据 其 县 的 农业 生态 环境 ， 建 立 了 “ 盐 、 碱 、 荒 地 ”、 
“RP A”. “HE” 开发 治理 的 优化 模型 ， 为 济南 市 的 蔬菜 产销 
结构 ， 冀 禽 结 构 提出 最 优 方 案 ， 都 已 为 济南 市 有 关 部 门 所 采用 和 
执行 . 

9. 机 器 证 明 计算 机 能 进行 高 速 计算 , RON ABER. iH 
机 也 能 证 明 几 和 何 定理 赐 ? 这 是 关系 到 人 类 智能 大 大 扩展 和 解放 的 
大 问题 ，1976 年 吴 文 俊 教 授 开 始 进行 研究 ， 并 在 很 短 的 时 间 内 取 
得 了 重大 突破 .他 的 基本 思想 如 下 引进 堂 标 ， 将 几何 定理 用 代 
数 方 程 组 的 形式 表达 ; 提出 一 套 完 整 可 行 的 符 导 和 解法， 将 此 代数 
方程 组 求解 ， 此 两 步 中 ， 一 般 第 二 步 更 为 国难 . 周 咸 至 利用 和 发 
展 吴 文俊 方法 ,编制 出 计算 机 软件 ， 证 明了 500 多 条 有 相当 难度 
的 几何 定理 ,并 在 美国 出 版 了 几何 定理 机 器 证 明 的 专著 . RA 
法 "不仅 可 证 明 已 有 的 几何 定理 , 而 且 可 以 自动 发 现 新 的 定理 ; 可 
以 从 Kepler 定律 推导 牛顿 定律 ; 解决 一 些 非 线性 规划 问题 ; 给 出 
Puma 型 机 器 人 的 道 运动 方程 的 解 . 吴 文俊 教授 还 将 其 方法 推广 
到 微分 几何 定理 的 机 器 证 明 上 . 

10. 新 计算 方法 近年 来 国内 研制 出 多 种 新 的 算法 ， 具有 很 
高 的 水 平 ， 中 科 院 计算 中 心 汉 康 研究 组 提出 哈密 尔 顿 系统 的 辛 儿 
何等 法 ， 落 得 了 远 优 于 现 有 其 他 方法 的 效果 ， 研究 成 果 在 天 体力 
学 .等 离子 体 流 体力 学 、 控 制 论 等 领域 有 现实 应 用 或 潜在 应 用 , 此 
工作 获得 中 科 院 自然 科学 一 等 奖 . 

有 限 元 分 析 的 最 主要 的 位 移 模 式 中 通常 使 用 两 种 元 ， 即 协调 
元 与 非 协 调 元 ， 后 者 具有 更 高 的 精确 度 ， 但 收 语 性 较 难 保证 .大 
钟 慈 研究 了 非 协 调 元 妆 语 性 的 各 种 性 质 ， 建 立 了 收 化 判 别 法 ; 证 
明了 许多 种 极 有 应 用 价值 的 非 协调 元 的 收 伍 性 等 等 . 

BE 70K, 华罗庚, 王 元 两 教授 开展 了 近代 数论 方法 在 近 
似 分 析 中 应 用 的 研究 ， 对 多 重 积分 的 近似 计算 ， 卓有成效， 被 称 
为 “ 华 - 王 方法 ”, 其 理论 基础 是 数论 中 的 一 致 分 布 论 . 近年 来 , E 
元 与 方 开 泰 合作 ， 发 展 了 此 方法 并 应 用 于 数理 统计 ， 扒 广 了 “ 均 
SHH”, Se EM RITE” AMT RRS, FAL 
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作 基 与 经 费 的 2/3. 此 方法 已 在 航天 部 有 关 单 位 使 用 . 四 川 大 学 柯 
召 教授 等 在 不 定 方程 的 研究 中 ,以 及 徐 利 治 教 授 在 近似 计算 中 ,也 
都 有 很 好 的 工作 . 

计算 中 心 余 德 洗 在 自然 边界 元 方法 和 自 适应 边界 元 方法 研究 
中 ， 得 到 了 系统 完整 的 成 果 ， 开 辟 了 边界 元 研究 的 新 方向 ， 装 得 
中 科 院 自然 科学 一 等 奖 . 

北京 大 学 数学 系 应 隆安 教授 等 独立 于 西方 发 展 了 无 限 元 计算 
方法 ,20 年 来 主要 用 于 两 方面 :应 力 强度 因子 的 计算 和 流体 计算 ， 
用 此 种 计算 法 以 计算 方 舱 流 ， 在 角 点 处 得 到 了 无 穷 多 个 向 角 点 收 . 
缩 的 渴 旋 ， 这 是 用 其 他 方法 所 得 不 到 的 . 

北京 大 学 张 蒜 庆 教授 对 无 穷 维 Morse 理论 与 方程 的 多 重 解 ; 
计算 中 心 囊 亚 汀 对 非 和 线性 规划 的 理论 和 算法 ， 都 取得 重 委 研究 成 
Rm. 

计算 是 我 国 古代 数学 家 的 特长 ， 例 如 祖冲之 计算 贺 周 率 的 巧 
妙 算法 ,达到 当时 数学 的 顶峰 ， 中 科 院 系统 研究 所 林 群 教授 创立 
了 “最 优 剂 分” 方 法， 发 扬 了 祖冲之 的 优良 传统 ， 他 发 现 部 分 的 
形状 可 以 决定 计算 的 成 败 ， 因 而 必须 选择 最 优 章 分 ， 这 一 成 果 被 
国际 同行 高 度 评价 ， 获 中 科 院 自然 科学 一 等 奖 ; 并 在 我 国 及 巴 基 
斯 坦 的 核电 站 中 使 用 . 

为 了 便于 概率 统计 计算 ， 计 算 中 心 制 成 “随机 数据 统计 分 析 
软件 包 ”( 简 记 为 SASD). 在 科研 、 教学、 生产、 管理 等 方面 发 挥 
重要 作 骨 , 至 今 已 有 200 多 个 单位 购买 和 安装 了 SASD. 此 外 , 软 
ORR CRSA ASLAM ALE, BRST RRR. 

11. 数学 物理 ”数学 与 物理 是 联系 最 紧密 的 两 门 科学 . 本 篇 
所 说 的 数学 物理 只 是 指数 学 在 物理 中 的 应 用 . 这 方面 人 才 济 济 ; 许 
多 优秀 的 数学 家 都 做 过 与 物理 有 关 的 研究 工作 ， 中 科 院 武汉 数学 
物理 研究 所 主编 的 《数学 物理 学 报 》， 为 推动 数学 物理 的 研究 起 了 
很 大 作用 .南开 数学 研究 所 在 这 方面 的 研究 中 成 绩 显 著 ， 复旦 大 
学 谷 超 豪 教授 研究 规范 场 的 数学 理论 ， 发 表 了 《经典 规范 场 理 
论 》 等 专著 ， 目 前 他 正 臻 力 于 非 线 性 数学 的 研究 ， 周 毓 蚀 教授 关 
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等 炉 气 流 方程 的 初 值 问题 以 及 永山 涛 教授 对 动力 系统 的 深刻 研 
究 ， 孝 来 源 于 物理 或 与 物理 紧密 相关 . MARRERO 
运用 于 引力 波 ， 在 引力 波 场 方程 求解 方面 获得 成 功 的 结果 . 
孤立 子 是 非 线 性 波动 方程 的 一 种 具有 粒子 性 状 的 解 ， 它 是 由 
数学 家 首先 发 现 的 ; 它 的 发 现 及 相应 的 数学 理论 的 发 展 是 当今 数 
学 的 一 件 大 事 ， 在 基本 粒子 、 流 体力 学 中 有 广泛 应 用 . 复旦 大 学 
彰 和 生 教 授 对 孤立 子 与 徽 分 几何 中 若干 问 题 进行 研究 ， 得 到 系统 
的 成 果 . 计算 中 心 屠 规 彰 等 研究 了 非 线 性 波 方程 的 不 变 群 守恒 律 、 
由 克隆 变换 等 ， 解 央 了 一 类 重要 的 非 线性 演化 方程 守恒 律 个 数 的 
猜想 .计算 中 心 孙 继 广 对 广义 特征 值 的 扰动 理论 找到 了 一 条 好 的 
研究 途径 ， 得 到 了 一 系列 扰动 定理 ， 并 解决 了 Moler 等 人 提出 的 
儿 个 问题 .上 述 计 算 中 心 三 项 工作 均 获 得 中 科 院 科技 成 果 一 等 奖 . 
12. 最 短 网 络 1990 年 ， 应 用 数学 所 研究 员 堵 于 柱 与 美 籍 华 
人 黄 光 明 合 作 , 证 明了 有 关 网 络 路 线 最 得 的 一 个 猜想 Pollak- 
Gilbert 猜想 ，1968 年 担 出 )， 在 美国 离散 数学 界 引起 志 动 ， 被 列 
为 1989 一 1990 年 度 美国 离散 数学 界 与 理论 计算 机 科学 界 中 的 两 
项 重大 成 果 之 一 . 设 和 4BC 为 等 边 三 角形 。 连接 三 顶点 的 路 线 
〈 称 为 网 络 )， 这 种 网 络 有 许多 个 ， 其 中 最 短路 线 者 显然 是 两 边 之 
"m Gn ABUAC). 但 车 允许 加 新 点 ,连接 4 点 的 新 网 络 之 路 径 
长 为 PA+PB+PC. 最短 新 路 径 之 长 N 比 原来 只 连 三 点 的 最 短 
路 径 O 要 短 。 推 广 到 任何 ”点 (不必 成 等 边 形 ;， 上 述 鳞 想 为 
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2B nse. 69 
此 猜想 持续 22 年 , 是 贝尔 实验 室 一 直 关 注 的 难题 . 它 在 供电 钱 路 
Bit. 计算 机 电路 设计 中 都 有 应 用 , 无 怪 平 解决 后 引起 强烈 反响 . 
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13. 几何 设计 用 计算 机 作为 辅助 工具 制作 影片 ， 是 一 有 趣 
的 新 课题 ， 甚 中 用 到 计算 并 和 何 学 与 分 形 (Fractal) 几何 的 知识 和 
方法 .北方 工业 大 学 CAD 研究 中 心 完成 三 项 成 果 : 

a. 1990 年 亚运 会 期 间 ， 首 次 在 我 国 把 电脑 三 维 动画 搬 上 很 
幕 , 作成 亚运 会 体育 大 拔 台 电影 片 的 片头 , 继而 又 完成 14 个 节日 
头 ; 为 中 央 电 视 台 制作 新 闻 联 播 片头 ; 1991 年 春节 前 ， 完 成 国内 
第 一 部 电脑 卡通 语言 电视 片 《 咪 味 钓 鱼 和 

b. 1992 年 完成 国内 第 一 部 全 电脑 制作 的 科教 片 《 相 似 》; 被 
评 为 “ 它 在 中 国电 影 技 术 发 展 史 上 有 重要 影响 ”的 事件 . 

c. 利用 计算 机 制作 三 维 动画 广告 密 个 - 

14. 模糊 推理 人 脑 能 从 模糊 的 观察 对 象 提炼 出 有 用 的 甚至 
精确 的 信息 ， 即 使 对 象 蒙 上 伪装 出 能 识别 ， 这 是 计算 机 所 望 尘 不 
及 的 ， 太 脑 的 这 种 卓越 的 功能 真 令 人 惊叹 不 已 。 杰 糊 数 学 研究 的 
正 是 模糊 的 对 象 . 请 不 要 误 以 为 这 种 数学 本 身 是 入 类 的 、 不 精确 
的 . 北京 师范 大 学 汪 培 庄 教授 等 从 事 模 糊 数 学 的 理论 和 应 用 的 研 
究 . 基于 他 们 自 创 的 理论 , 研究 成 功 国际 上 第 二 台 模 糊 推理 机 . dE 
理 速 度 比 日 本 的 第 一 台 (1987 年 7 月 推出 ) SEE 5096. 而 样机 体 
积 只 有 它 的 1/19. 葡 后 又 研制 成 功 总 线 级 推理 机 ， 达到 了 标准 化 
ALAA. ERA. FRR SAA. MAK 
等 ， 在 工业 应 用 方面 ， 制 成 “电气 化 铁路 输电 线 几 何 参 数 图 象 识 
别 系统 ”,“ 人 心肺 功能 数据 处 理 系 统 ” 以 及 为 首钢 制造 的 “给 水 系 
统 模糊 控制 器 ”等 . 

我 国 研 究 模糊 数学 而 且 成 续 显 著者 还 有 四 川 大 学 刘 应 明 、 陕 
西 师 大 王国 俊 等 教授 . 

15. 军事 与 国防 ” 上面 已 提 到 ， 我国 所 以 能 在 很 短 时 间 内 制 
成 原子 弹 、 氨 弹 和 其 他 先进 武器 ， 发 射 火 箭 与 卫星 ， 是 由 于 许多 
优秀 科技 工作 者 的 共同 努力 ,其 中 也 肯 聚 着 数学 家 的 劳动 和 智慧 ， 
他 们 的 贡献 折 时 软 默 无 闻 ， 然 而 必 将 永 照 史 册 . 

运用 数学 对 重要 信息 加 密 或 破 密 ， 形 成 一 门 新 的 应 用 数学 
一 一 密码 学 ， 即 密码 分 析 与 讯息 安全 设 诗 ， 北 京 大 学 段 学 复 教 授 
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等 对 此 进行 了 长 期 研究 ， 他 们 的 成 果 对 于 一 类 重要 的 特殊 情况 能 
提高 计算 时 效 2000 fiti 此 外 , 还 开设 了 几 届 进修 班 ， 系 统 研究 所 
万 哲 先 研究 员 等 人 相互 独立 同时 完成 对 移 位 宵 存 器 序列 的 理论 ， 
进行 了 潜心 的 研究 ， 他 和 们 的 成 果 趟 富 了 线性 及 非 线 性 移 位 寄存 器 
序列 的 理论 ， 在 保密 通信 中 有 重要 应 用 ;再 者 ， 他 们 运用 典型 群 
Fit. HAT WEG SUME, 这 也 是 保密 通信 的 一 个 重要 方面 . 以 
上 段 、 万 两 位 的 工作 都 得 到 高 度 评价 和 奖励 、 中 国 科技 太 学 曾 肯 
成 等 对 密码 分 析 及 讯息 安全 保护 ， 也 做 了 重要 的 工作 . 

在 刑事 案件 中 ， 常 遇 到 被 烧毁 的 纸 灰 ， 如 能 利用 它 以 鉴别 纸 
张 类 型 , 对 侦破 有 时 有 年 要 意义 . 云南 大 学 统计 系 利用 聚 类 分 析 ， 
判别 分 析 等 统计 方法 ,做 了 这 方面 的 研究 ， 据 此 侦破 案件 多 起 而 
获奖 . 

曲 息 病 范 大 学 自动 化 研究 所 运用 系统 认识 等 方法 制 成 重 烧 伤 
输 流 电脑 测算 仪 ， 提 高 了 对 烧伤 病人 的 医护 水 平 ， 此 仪器 已 为 四 
所 军医 大 学 及 其 他 单位 所 采用 ， 并 获 中 国人 民 解 放 军 科技 进步 二 
等 奖 . 

16， 其 他 ”数学 应 用 狗 种 多 样 .北京 大 学 黄 敦 教授 与 杨 淳 等 
研究 冲击 波及 渭 流 的 四 种 数值 概 型 ， 得 到 很 好 的 结果 ， 计 算 物理 
学 家 用 Monte-Carlo 方法 计算 了 子 宣 颈 癌 腑 内 放射 治疗 剂量 的 分 
布 ， 既 准确 又 简便 ， 提 高 了 治疗 效果 ， 国 外 提出 了 几 种 艾滋 病 的 
数学 模型 ， 如 HIV/AIDS 传播 动态 模型 、 和 危险 行为 模 现 等 ; 对 肿 
瘤 也 有 数学 模 珊 ,如 Mendelson Mi, Gompertz HHS, ¥FT 
生 保 健 ， 云 南大 学 对 云南 省 学 生体 质 进行 了 调查 ， 形 成 了 “ 体 调 
数据 库 ”， 建 立 了 “指标 综合 数学 模型 ”等 ， 


28.4 为 数学 强国 而 奋斗 


三 年 前 在 南开 大 学 举行 的 “21 世纪 中 国 数学 展望 ”会 上 ， 陈 
省 身 教 授 及 与 会 的 数学 家 都 认为 ,数学 是 我 国人 民 擅 长 的 学 科 , 我 
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国 完全 有 希望 在 21 世纪 前 期 成 为 数学 大 国 、 数学 强国 ; 他们 还 提 
Hi: 数学 应 该 率先 赶 超 国 际 先进 水 平 ， 的确 ， 我 国 古 代数 学 有 过 
辉煌 的 成 就 1 近 几 百年 由 于 封建 社会 政治 腐败 和 帝国 主义 侵略 , 数 
党 落后 了 . 新 中 国 诞生 后 , 我 国 数学 有 了 很 大 的 发 展 ， 在 1956 年 
科学 发 展 规划 的 指导 下 ， 建 立 和 发 展 了 微分 方程 、 概 率 统计 、 计 
BAS. 汉 函 分 析 、 几 复 变 隙 数论 、 运 筹 学 、 控 制 论 等 分 支 学 科 . 
到 1965 年 , 我 国 数学 的 基础 研究 已 只 有 相当 规模 , FHA BL OL RS 
特色 ,在 国际 上 有 一 定 地 位 我国 的 《数学 学 报 》 曾 被 美国 全 部 
译 成 英文 出 版 .“ 十 年 动乱 ”中 ， 数 学 研究 受到 严重 破坏 .改革 并 
放 以 来 ,数学 界 恢复 了 活力 , 国内 的 学 术 风 气 非常 活 贱 ,陈景润 、 
Ext. HRMS ERICH. KO RSE RICH IR MRK 
SEB. MMKARRS ON. 研究 队伍 和 方 序 也 进行 了 重新 组 
合 和 调整 ,一 批 新 的 数学 研究 所 (如 南开 数 掌 研究 所 相继 建立 . 
国外 来 访 的 专家 讲学 频繁 ， 同 时 我 国 也 有 不 少 专家 到 国外 讲学 或 
参加 国际 学 术 会 议 ， 大批 的 中 、 青 年 学 者 则 以 访问 、 进 仿 或 攻读 
学 位 的 方式 出 国 留学 . 学术 上 的 内 外 交流 海通 了 信息 ， 提 高 了 水 
平 ， 更 令 人 欣喜 的 是 ， 一 批 优秀 的 青年 博士 学 成 回国 ， 开 始 填补 
若干 重要 的 空白 领域 如 代数 妃 何 等 ， 国内 自己 培养 的 博士 也 逐渐 
霸 锯 头角 ,研究 工作 出 色 者 大 有 人 在 . 原先 有 较 强 实 力 的 领域 , 如 
数理 氨 辑 、 数 论 、 代 数 、 函 数论、 拓扑 学、 微分 几何 、 微 分 方程 、 
BDH. MRI. HIG. 运筹 学 、 计 算数 学 等 ， 以 及 起 步 
RIA REA, WR. RL. SER AT. 3 
力 系 统 、 整 体 微分 几何 、 随 机 分 析 、 机 器 证 明和 模糊 数学 等 ， 孝 
在 近年 内 做 出 了 达到 或 接近 国际 先进 水 平 的 成 果 . 最 近 两 属国 际 
奥林匹克 数学 竞赛 , 我 国 连 获 团 体 冠军 , HASHES WMH. 
消息 传 来 ， 全 国 振 音 ， 我 国 数学 ， 现 在 有 能 人 ， 后 继 有 强手 ， 国 
She A EAR IR. 

然而 另 一 方面 也 必须 看 到 ， 从 整体 上 看 ， 我 国 数学 研究 的 水 
平 与 世界 先进 国家 相 比 , 还 有 相当 差距 . 另 一 严重 情况 是 , 到 2000 
年 ， 高 校 数 学 师资 将 面临 严重 短缺 ， 以 高 校 理科 而 言 ， 现 有 数学 
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教师 约 24000 A, 到 2000 年 若 有 55 如 退休 , 即 退 休 13200 A. BB 
人 么 ,即使 以 全 部 研究 生 补 缺 , 仍 短 少 约 2000 人 ， 因此， 必须 吸引 
更 多 年 轻 人 学 习 数 学 . 

为 了 使 数学 更 健康 地 发 展 ， 更 好 地 为 社会 主义 建设 服务 ， 特 
提出 下 列 建 议 ， 

首先 ， 在 指导 思想 方面 ， 担 个 “全 面 发 展 ， 重 点 扶持 、 办 出 
特色 ”发 展 科学 文化 ,“ 百 花 齐 放 、 百 家 争鸣 ”的 方针 是 正确 的 . 
数学 中 子 学 科 繁 多 ， 而且 不 断 有 新 学 科 出 现 ， 每 门 新 学 科 的 发 展 
RU. SEL. 因此， 应 该 给 各 学 科 以 充分 发 展 的 机 会 ， 在 发 
展 中 竞争 .所 谓 重 点， 是 指 那 些 对 科学 发 展 或 实际 应 用 已 未 步 展 
示 其 重要 作用 的 学 科 或 项 目 ， 如 非 线 性 数学 、 计 算数 学 、 计 算 机 
数学 、 离散 数学 的 某 些 方 面 , 数学 物理 、 数 学 的 其 他 边缘 学 科 、 概 
率 统计 等 . 对 重点 学 科 ， 应 给 以 较 大 扶持 任何 一 个 国家 都 不 可 
能 在 数学 的 各 方面 都 领先 为 了 赶 超 国 际 先进 水 平 ， 只 能 重点 突 
破 ; 在 某 几 个 学 科 或 项 目 上 率先 突破 ， 这 就 必须 有 我 国 自己 的 特 
fa. RETA? 这 是 一 个 值得 深入 研究 的 大 问题 . 
AK. 空气 哺育 万 物 而 自身 无 赏 ; 同样 ， 数 学 教育 众人 而 报 
MRE: 桃李 无 言 ， 下 自 成 蹊 ， 另 一 方面 ， 学 习 数 学 义 难 ， 成 为 
拔尖 人 物 更 礁 。 无 树 平 现代 青年 人 大 都 不 愿 学 数学 ， 即 使 有 数学 
AA HE umm; 奥林匹克 竞赛 优胜 少年 , 又 有 几 人 立志 数学 ? 
这 实在 令 人 感叹 而 忧伤 . 要 区 别 对 待 各 类 人 才 .， 对 有 成 就 的 数学 
家 ， 要 更 好 发 挥 他 们 前 作用 ， 在 社会 地 位 、 生 活 待遇 上 有 一 定 优 
先 ， 因 为 他 们 的 今天 是 青少年 的 明天 ， 对 青少年 起 着 示范 和 吸引 
作用 ， 对 达到 国际 第 一 流水 平 的 学 者 应 重金 聘请 ;对 博士 ， 无 论 
国外 或 国内 培养 者 要 同样 待遇 ,今后 这 步 过 波 到 以 国内 培养 为 主 ， 
惜 乎 现在 博士 生源 枯 剖 ， 报 考 者 察 察 无几， 要 多 吸引 优秀 青年 学 
成 后 回国 工作 . 国家 自然 科学 基金 会 每 年 举办 数学 讲习 班 ， 请 留 
党 国外 的 博士 回来 短期 讲学 ,效果 很 好 ， 是 一 创举 ， 如 能 提供 单 
程 国际 机 票 , 则 会 吸引 更 多 学 子 回来 . 对 30 岁 左 右 学 业 有 成 的 学 
者 ， 需 提供 和 茶 件 ， 使 其 在 工作 、 出 访 、 职 称 、 生 活 等 方面 均 能 得 
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到 相应 的 待遇 ， 以 便 早 日 脱颖而出 ， 中 小 常数 学 教学 ， 既 要 有 科 
学 性 ， 又 要 有 趣味 性 ， 以 提高 青少年 学 数学 的 兴趣 ， 对 成 绩优 秀 
E. 给 以 奖励 ， 奥 林 匹 克 金 牌 获得 者 应 予 重 奖 ， 金 额 应 接近 体 音 
金牌 获得 者 . 

第 三 ， 数 学 研究 设备 虽 比 较 少 ， 但 计算 机 、 图 书 资料 、 国 内 
外 交流 、 人 才 培 养 等 都 需要 大 量 经 费 ,“ 一 支 笔 、 一 张 纸 ” 的 研究 
方式 已 成 历史 ， 应 大 力 开 辟 财 源 ， 除 国家 拨款 人 外， 国家 自然 科学 
基金 对 数学 与 物理 的 资助 以 1 :3 为 宜 . 社会 名 流 , 企业 和 财团 的 
点 持 应 是 一 重要 财源 ,这 方面 开发 得 还 很 不 够 ， 应 对 他 们 进行 宣 
fe. 给 予 技术 帮助 ， 使 他 们 从 中 获 益 ， 从 而 体会 到 数学 的 好 处 . 

第 四 ， 学 科 的 强大 生命 力 在 于 对 社会 进步 的 贡献 ， 数 学 也 不 
例外 ， 数 学 的 贡献 在 于 对 整个 科学 技术 ‘尤其 是 高 新 科技 ) 水 平 
REESE. 对 科技 人 才 的 培养 和 滋润 , 对 经 济 建 设 的 繁荣 , 对 
全 体 人 民 的 科学 思维 与 文化 素质 的 哺育 ， 这 由 方面 的 作用 是 极为 
巨大 的 ， 也 是 其 他 学 科 所 不 能 全 面 比拟 的 ， 数 学 工作 者 应 主动 联 
系 实际 ， 了 解 与 数学 有 关 的 各 种 问题 .同时 也 希望 社会 各 界 人 十 
SPREE. 支持 与 帮助 , 多 与 数学 界 合作 , 主动 提出 各 种 咨询 ,以 
使 数学 科学 更 深入 地 扎根 于 实际 ,为 我 国 的 社会 主义 建设 多 作 责 
RR. 
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参考 文献 . 如 果 在 本 书 第 20 FRA OUP, 的 定义 (2. 3) 式 中 ， 
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12—08. 和 作者 当时 的 工作 单位 : 北京 师范 大 学 , 汕头 大 学 . 在 
me 8) -OU 过 程 的 定义 式 COD 中 ， 取 > 一 一 ce，86 一 一 co 并 
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数学 通报 ， 
“A ESF 
对 数学 在 


国富 民 蝇 中 的 意 闪 、 用 大 晤 数学 中 的 成 就 和 精辟 的 分 析 作 了 闻 
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n 参数 无 穷 维 正 态 过 程 22: 
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1 


0 


OUP 20:1 

OUP 22:1 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 20:1 
偶然 性 26:1 


平稳 序列 8:1.3 


Qi 1. 2:1 

强 马尔 可 夫 性 20:5 
AM 8:1.2 

maed 10:4 

MA BRB 2:5, 13: 3.1 
齐 次 马 氏 过 程 9:3 


R 


réduite 131 1.1 
Riesz 分 解 135: 2.2 
Sauk ae 8: 1-2 


s 


SM 空间 8:11 
SB 空间 821.1 
HRI 1, 2:1, 621 
双边 生 灭 过 程 2:9. 13+ 3.3 
三 点 转移 函数 20:4. 21:]，23 
BAG 10:5 
POPLAR 28:2.1 
数学 战 28: 2.1 
» 425+ 


此 学 是 什么 2831.6 
数学 的 特点 28:1.7 
数学 的 成 分 28:18 
数学 的 贡献 28: 4.4 
数学 发 展 的 趋势 ”27 1.10 
随机 元 8:1.1 

随机 变换 8:2.1 

BG OLA aH 12:1 
随机 不 动 点 原理 82 2.2 
BREL ER 8 : 2.4 
随机 性 26:1. 27:2 
随机 试验 ”26:2 
PALEE 27:1 

随机 选 代 27 :1 

随机 首 波 19:1 

随机 末 波 19:1 

首 中 时 14，18:1 

首 中 点 18:1 

首 达 时 6:1. 10:2 
首 达 极 太 时 17:4 


HR 10:2 
首 出 球 点 13 

工 

T KER RRR 2:3 
Y. BEER 2:3 
BEER 2:3 
停 时 14 
停留 时 间 6:1 


特征 数列 1.2:7. 2:8 
特征 算 子 方程 12:2 
调和 函数 10:4. 11, 1221.1 
梯形 域 16:2, 2121, 23 
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Ww 


Wiener 空间 22:2 
ASR 9:1 
RAGES 0:2 
完全 可 分 2.2 
伪 随 机 性 27 :1 
物理 战 28:2.1 


X 


向 后 方程 组 1 

Hj RESO 2:1 

协 停 时 14 

新 认识 之 一 28: 1.1 

新 认识 之 二 28:1.2 

新 认识 之 三 28:1.3 
现代 数学 的 特点 28:19 


Y 

原子 核 13:2.3 
涯 子 边界 点 13:2.3 
原子 集 13:23 
预测 问题 16:2. 21:3 
Z 

转移 概率 1 

最 小 链 2:3 

自然 拓扑 10:4 
暂 留 ”11 

Sik A 13:1.1 
正 访 过 程 21:2 
振动 型 26:1 
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